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F1G. 2.11 — Exemple de cycles de voisinage non déterminés par les adjacences

2. Pour tout 7, il existe deux cycles canoniques inverses ['un de [’autre permettant d’or-
donner l’ensemble des voisins de R appartenant a C;, et tels que chaque voisin appa-
rait dans ce cycle autant de fois que son ordre d’adjacence avec R.

Nous appellerons voisinages ordonnés d’un élément structurel R I’ensemble des cycles ainsi
définis sur chacune de ses composantes complémentaires. La encore, il s’agit d’une propriété
topologique que 'on souhaitera représenter. Cette notion est définie aussi bien pour le 4-
voisinage que pour le 8-voisinage.

On notera que contrairement au nombre de composantes complémentaires ou a 1’ordre
de voisinage, il n’est pas possible de déterminer 'ordre de la séquence des 4-voisins d’'un
élément donné avec la seule connaissance de la 4-adjacence ou de la 8-adjacence. Pire,
la connaissance simultanée des deux formes de connexité ne permet en général pas de
déterminer les séquences de 4-voisins (et donc encore moins celles des 8-voisins). En effet,
pour les déterminer, il est nécessaire de connaitre l’adjacence des régions localement et non
pas globalement. La figure 2.11 donne un exemple ot il n’est pas possible de déterminer
les cycles en ne connaissant que les 4 et 8-adjacences entre régions : il n’est ici pas possible
de déterminer par exemple le cycle de voisinage de la composante extérieure de A.

Remarquons enfin qu’il n’est pas possible de distinguer les deux sens symétriques en
ne considérant que la topologie de 'image si I’on ne considére qu’un seul des cycles d’une
régions. Cependant, le sens de parcours de deux cycles (d’'une méme région ou de deux
régions distinctes) sont topologiquement liés, comme le montre la figure 2.12. Il n’existe
donc que deux sens de rotations possibles pour I'ensemble des cycles (et non pas deux sens
possibles pour chaque cycle). Il est possible de s’imposer I'un de ces deux sens de rotation
pour obtenir une caractérisation plus précise de I'image, mais notre représentation ne sera
alors plus entiérement basée sur la topologie.

Nous allons maintenant montrer que la connaissance du voisinage ordonné (c’est a
dire des cycles du 4 et du 8-voisinage) va nous permettre de représenter complétement la
topologie d’une image. Plus précisemment, la connaissance de la topologie de la frontiére
d’une image ainsi que d’un « sens de parcours » des bordures de chaque composante
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F1G. 2.12 — Exemple de cycles liés. La donnée du cycle (A’, B’,C") impose le sens du cycle
(A, B,C) : 'image de gauche et celle de droite ne sont pas topologiquement équivalentes,
car les cycles (A, B,C) et (A, C, B) sont de sens opposeés.

complémentaire de chaque région définit la topologie d’une image. Avant de montrer ce
théoréme, nous allons démontrer le lemme suivant :

Lemme 1 Soit R une partie 4-connexe du plan homéomorphe a un disque a n trous (qui
peuvent éventuellement étre tangents entre eux ou tangents a la bordure extérieure, tant
que R reste j-connexe). Soit D un disque & n trous (qui sont eux méme des disques)
symétrique par rapport o l'aze horizontal et homéomorphe a R. Soit alors p: AD — AR
un homéomorphisme de la frontiére de D dans la frontiére de R qui conserve le sens de
rotation. Alors il existe un homéomorphisme ¢ de D dans R tel qu’en tout point p de la
frontiere AD on ait $(p) = ¢(p).

Démonstration : Les régions R et D étant homéomorphes, soit 1): D — R un homéomor-
phisme de D dans R. Quitte & remplacer ¢ par 1) 0 s, oil s est la symétrie d’axe horizontal,
on peut supposer que v conserve le sens de rotation. De méme, quitte & « réordonner »
les trous, on peut supposer que pour toute composante complémentaire C' de D, on ait
(AC) = o(AC). Supposons dans un premier temps que les composantes complémentaires
de D ne sont pas tangentes entre elles. Soit alors € = ming, necpy d(11,7%) la distance mi-
nimale entre deux composantes complémentaires de D. Deux composantes n’étant pas
tangentes, on a donc € > 0.

Pour chaque trou 7" de D, notons ry son rayon et Cp son centre. Notons alors que
les disques D(T") de centre Cr et de rayon rp + /3 ne s’intersectent pas (il s’agit des
dilatations de rayon €/3 des différents trous de D). De méme, en notant E l'extérieur de
D, rg son rayon et C'g son centre, le complémentaire D(E) du disque de rayon rg — £/3
et de centre C'r n’intersecte aucun des D(T'). On va alors définir ¢ en posant :

= { pr=v(p) sip€ D\ Uceep D(C)
v p+— &(p) sinon (ie. 3C € C(D) : p € DN D(C))
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ou £ sert a « raccorder » v et ¢, ¢’est a dire que I'on souhaite que £(p) = ¥ (p) sip € AD(C)
et £(p) = @(p) si p € AC, ou C est une composante complémentaire quelconque de D.
Soit alors C' une composante complémentaire de D, nous allons maintenant définir £ sur
AD(C)ND. Nous supposerons ici que C' est un trou de D, le cas ou C' est la composante
extérieure de D étant similaire.

Notons que C' et D(C') sont deux disques concentriques, de rayons r¢ et 1, = ro +¢/3.
Nous pouvons donc décrire les points de D(C') et de C' a partir de leur coordonnées polaires :
la distance r par rapport au centre, et I’angle o par rapport a I’axe horizontal. Les points
de D(C) ND sont exactement les points dont le rayon r est compris entre r¢ et r. En
particulier, les points de rayon r¢ sont les points de AC et les points de rayon r¢ sont
les points de AD(C'). Nous aurons donc, pour toute valeur de «, &(r¢, o) = o(re, ) et
E(rp, a) = ¥(rp, ). Reste a définir € sur les points de rayon r € [r¢, rg].

Pour cela, soit p = (r¢, o) un point de AC. Remarquons que ¢(p) € ¢(AC) = (AC),
et par conséquent ¢ = ¥~ o ¢(p) € AC est bien défini. Cela signifie que ¢ peut aussi
s’écrire en coordonnées polaires avec un rayon égal a rc. Notons o, son angle, c’est a dire
que ¢ = (r¢, @,). Remarquons que p est entiérement défini par son angle a,, (son rayon
étant nécessairement r¢), de sorte que a, ne dépend que de a,. On note alors [ la fonction
qui & tout vy, associe le ¢, correspondant. On peut alors définir £ sur D(C') N D par :

r
g(g):w T_TC'CV—FT_T/C~ﬁ(C()

re —TC re —Te

On a alors (1, a) = (1, ), done pour tout point p de AD(C'), on a bien £(p) = (p).
De plus, on a {(r¢, a) = ¥(re, f(a)). Or si p est un point de rayon r¢ et d’angle «, alors par
définition B(a) est 'angle du point ¢ = 1~ o p(p). On en déduit donc que (r¢, B(a)) = ¢
et donc que £(p) = ¥ ("' o p(p)) = ¢(p) pour tout point de AC, comme voulu.

Remarquons que ¢ est injective sur D(C) N'D, car 3 conserve le sens de rotation (donc
les images de deux « rayons » d’angles a et o distincts ne peuvent se croiser, et sur un
méme rayon deux points distincts on nécessairement des images distinctes car leur distance
au centre r et 1’ sont différentes). Les différentes composantes extérieures étant distinctes,
on en déduit l'injectivité de & sur tout son domaine de définition. La surjectivité est aussi
assurée, car a r fixé, on montre aisément que £(r, ) décrit le cercle de rayon r lorsqu’a
décrit I'intervalle [0, 27[. En effet, 3 est continue car il s’agit de la composée de fonctions
continues, donc la fonction f qui & « associe le point &(r, ) est continue. Elle est de plus
injective sur [0, 27[, donc f([0,27]) est un arc d’extrémités f(0) et f(2m). Or f est 27-
périodique, donc f(27w) = f(0), ce qui montre bien que f([0,27]) est un cercle. On en
déduit donc que & est bijective.

La continuité de £ est évidente, car il s’agit de la composée de fonctions toutes continues.
La continuité de la réciproque se montre en remarquant que l'image d’un ouvert de D(C)ND
par £ est un ouvert de R. En effet, soit O un ouvert de D(C) ND et ¢ un point de £(O).
Posons alors p = £7!(q) € O. Notons (r,, ) les coordonnées polaires de p. L’ensemble O
étant ouvert, il existe un voisinage de p inclus dans O. Autrement dit, il existe n > 0 tel
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que 'ensemble E = {(r, ) : |[r—r,| <1, | —ay,| < n} soit inclus dans O. Alors la fonction
[ conservant le sens de rotation, on montre aisément que {(F) est la surface bornée de
frontiére {(AE), cette frontiére étant elle méme exclue. On en déduit que &(E) est un
ouvert de R. De plus, on a p € F, donc ¢ = £(p) € £(E). Ainsi, ¢ posséde un voisinage
ouvert dans R. Ceci étant vrai pour tout ¢ dans £(O), on en déduit que £(O) est un ouvert,
c’est a dire que I'image d’un ouvert par £ est un ouvert, et donc que £~! est continue. On
en déduit alors que & est bien un homéomorphisme.

On en déduit ainsi que la fonction ¢ définie plus haut est bien un homéomorphisme.
En effet, sa restriction en dehors de I'intérieur des D(C) (ou C' est une composante com-
plémentaire quelconque) est un homéomorphisme, car elle coincide avec 1) qui en est un.
De méme, sa restriction a chacun des D(C') N D est bien un homéomorphisme car elle
coincide avec £. De plus, on a bien @(p) = ¢(p) pour tout point de la bordure, d’ou le
lemme (remarquons que le cas ou certaines composantes complémentaires sont tangentes
entre elles se traite de la méme maniére, en groupant les composantes 8-connexes, et en
utilisant le méme type de construction sur chacun des blocs ainsi définis). 0]

Remarquons que ce lemme reste vrai pour une région homéomorphe au plan troué, en
utilisant la méme démonstration (la région n’a alors pas de composante extérieure, toutes
les composantes complémentaires étant des trous). Nous en déduisons le lemme plus général
suivant :

Lemme 2 (Prolongement) Soient Ry et Ry deuz régions homéomorphes, et toutes deux
homéomorphes a un disque éventuellement troué (mais 4-connexe). Soit p: ARy — ARy
un homéomorphisme de la frontiére de Ry dans la frontiere de Ry qui conserve le sens de
rotation. Alors il existe un homéomorphisme ¢: Ry — Ry de Ry dans Ry tel que p(p) = ¢(p)
pour tout point p de la frontiére AR;.

Démonstration : Il s’agit d’une application directe du lemme précédent. En effet, soit D
un disque éventuellement troué (et dont les trous sont des disques) homéomorphe & R, et
symétrique par rapport a I’axe horizontal. Soit alors ¥ : Ry — D un homéomorphisme de
R, dans D. Quitte & composer avec la symétrie d’axe horizontal, on peut de plus supposer
que ) conserve le sens de rotation.

Considérons alors Iapplication &: AD — ARy, définie par & = p ot~ Alors £ est
un homéomorphisme de AD dans AR, qui conserve le sens de rotation (car il s’agit de
la composée de deux tels homéomorphismes). On en déduit que Ry, D et £ vérifient les
hypothéses du lemme précédent. On peut donc étendre £ en un homéomorphisme f D — R,
tel que g(p) = £(p) pour tout point p de la frontiére AD.

1 suffit alors de poser ¢ = £ o1). Alors @ est bien un homéomorphisme de R, dans Rs.
De plus, pour tout point p de la frontiére ARy, on a 1(p) € AD, donc (¢ (p)) = £(Y(p)) =
0o (¥(p)) = p(p). On a donc bien @(p) = ¢(p) en tout point de la frontiere AR;. [

Nous pouvons alors enfin énoncer notre théoréme :
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Théoréme 7 Soient I} = (Ry,01) et I = (Ra, 02) deux images. Supposons les propriétés
suivantes vérifiées :

1. Il existe :' Ry — Ry une bijection des éléments structurels des deur images qui
envoie le fond de I sur le fond de I5.

2. 1l existe o: Fy — Fo un homéomorphisme entre la frontiére Fy, de Iy et la frontiere
Fy de I qui conserve le sens de rotation.

3. Pour tout point p de la frontiere Fi, l'ensemble des éléments structurels de Iy inci-
dents a @(p) est exactement l'image par ¢ de l'ensemble des éléments structurels de
I incidents a p.

Alors il existe un homéomorphisme o: R? — R2 tel que pour tout élément structurel R € R,

on ait ¢(R) = (R) (si de plus ¢ conserve les symboles, ie. si 0501 = o1, on dira que les
deuz images sont topologiquement équivalentes).

Démonstration : La démonstration est immeédiate, d’aprés le lemme de prolongement.
Soit en effet un élément structurel Ry de I;. Notons Ry = t(R;) son image par ¢. D’aprés
I’hypothése 3 du théoréme, on a ARy = ¢(AR;). On en déduit que Ry et Ry ont le méme
nombre de composantes complémentaires et que ces derniéres ont les mémes propriétés de
connexité entre elles. Autrement dit, R; et R, sont homéomorphes.

Il est donc possible d’utiliser le lemme de prolongement entre les régions R; et R,
en prenant comme homéomorphisme des frontiéres la restriction a AR; de . D’apres le
lemme, il existe un homéomorphisme @R:E — R, de R; dans R,, dont la restriction a
AR; coincide avec . Notons alors que pour tout point p de la frontiére de I, si R et R’
sont deux éléments structurels incidents a p, on a ¢r(p) = ¢(p) = Pr(p). Par conséquent,
la fonction :

- R2 — R?
v p +— @r(p), ot R est un élément structurel incident a p

est bien définie (tout point intérieur a un élément structurel R, n’a que R pour seul élément
structurel incident, et sur tout point p de la frontiére, ¢r(p) ne dépend pas du choix de
I’élément structurel R incident & p). Sa restriction sur chacun R, ot R est un élément
structurel de I;, est un homéomorphisme de R vers ¢(R). Or les éléments structurels
d’une image sont en nombre fini, et la réunion de leur adhérence couvre R? tout entier. On
en déduit donc que ¢ est un homéomorphisme de R? dans R?, et vérifie bien les propriétés
du théoréme. O]

Représentation par couple primal-dual

Ainsi, pour représenter la topologie d’une image, il nous faut a la fois pouvoir carac-
tériser les régions et leur bordures. Nous sommes donc tentés d’introduire, dans la repré-
sentation structurelle d’'une image, et dans la représentation structurée qui la décrit, les
points de raccords des frontiéres (c’est a dire les points, en nombre fini, des frontiéres entre
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deux régions qui ne sont pas des points de 4-connexité stricte pour ces régions), ainsi que
les arcs qui relient ces points (1 encore, il n'y en a qu'un nombre fini). Pour représenter
les boucles (composées uniquement de points de 4-connexité stricte), nous considérons un
point arbitrairement sur ces derniéres, et I’arc fermé qui relie ce point a lui méme. Une telle
représentation sera appelée représentation par un couple primal-dual, la notion de primal
faisant référence aux régions, et celle de dual aux frontiéres entre les régions (arcs et points
de raccord).

Nous considérerons donc comme éléments structurels ’ensemble R UP U F, ou R est
I’ensemble des régions de l'image, P est I’ensemble des points de raccords (et des points
arbitraires choisis sur chaque boucle), et F I’ensemble des arcs qui constituent les frontiéres
des régions de I'image. De plus, nous ajoutons deux propriétés a I’ensemble des propriétés
structurelles choisies pour représenter I'image :

— La propriété dite de relation duale, qui lie chaque élément de F aux deux régions qui

sont 4-adjacentes selon F.

— La propriété de connection de la frontiére, qui lie chaque point de P aux arcs de F

qui lui sont incidents.

Notons que la propriété de 4-adjacence entre les régions est induite par la relation duale.
C’est, méme aussi le cas pour 'ordre de 4-adjacence. Cependant, une représentation par
couple primal-dual d'une image ne contenant que les deux propriétés imposées ci-dessus
ne suffit pas a représenter ’ensemble des propriétés topologiques d’une image.

En revanche, le théoréme précédent nous permet d’affirmer que la topologie est entie-
rement représentée si I’on ajoute les deux propriétés suivantes :
— Une propriété identifiant le fond de 'image, c’est a dire la seule région non bornée.
— Une propriété permettant de caractériser I'orientation des arcs. Il n’existe cependant
pas d’orientation canonique, un méme arc appartenant a la bordure de deux régions,
il appartient & deux cycles de sens opposés. Une solution consiste a ordonner les
arcs issus d’un point de P selon un sens de rotation direct choisi a ’avance. C’est
une propriété ternaire, opérant sur un point de P et deux arcs de F, en posant par
exemple 7(p, f1, f2) = 1 si f1 et fo sont deux arcs issus de p et tel que fy soit le
successeur de f; dans le cycle de parcours des arcs issus de p, et 7(p, f1,f2) = 0
sinon.
Cette deuxiéme propriété peut étre simplement représentée en associant a chaque point p
de P I'ensemble ordonné des arcs incidents a p.

Retour dans Z?

En pratique, nous allons souvent travailler sur des images de Z2, c’est & dire un sous
ensemble particulier de 1’ensemble des images de R?. Une propriété intéressante de ces
images est que les frontiéres sont toujours des segments horizontaux ou verticaux. Aussi
I’étude de la frontiére s’en trouve considérablement simplifiée.

Alinsi, au lieu des cas présentés dans la figure 2.8, nous n’avons plus que les cas représen-
tés par la figure 2.13. En particulier, le nombre d’arcs issus d’un point dans la représentation
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(a) (b) (c) ()

FIG. 2.13 — Caractérisation de la frontiére entre deux régions dans Z2.

duale est au plus égal a 4. Sous ces conditions, il est possible de déterminer le voisinage
ordonné ou l'ordre des arcs autour d’un point de la frontiére sans information supplémen-
taire, méme s’il n’est pas directement possible de distinguer les deux sens canoniques de
rotation.

La représentation duale dans le cas des images de Z? nous donne donc plus d’information
que dans le cas des images de R?, mais ne suffit pas pour représenter ’ensemble de la
topologie. En revanche, plutot que de représenter I’ensemble des cycles ordonnés pour
obtenir une représentation compléte, on peut se contenter de représenter ces cycles de
facon incompléte, en n’indiquant par exemple que les deux premiers éléments de chaque
cycle, de facon a pouvoir distinguer le sens direct du sens indirect.
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Chapitre 3

La pyramide de graphes

3.1 Représentations a base de graphes

Dans la partie précédente, nous avons défini une notion de représentation structurelle
d’une image, et nous avons étudié certaines propriétés topologiques des images. Nous allons
maintenant montrer comment utiliser des graphes pour définir une représentation struc-
turelle permettant de représenter une partie, ou méme dans certains cas la totalité, des
propriétés topologiques d’une image.

3.1.1 Notion de graphe

Avant de présenter des représentations a base de graphes, commencons par définir ce
que nous appelons graphe, et par présenter quelques unes des notions qui nous seront utiles
par la suite.

Définition 27 (Graphe) On appelle graphe la paire G = (V,E), ou V est un ensemble
fini non vide (ensemble des sommets de G), et € est une partie de V x V (ensemble des
arétes de G). Pour toute aréte e = (vy,v9) € £, nous dirons que vy est lorigine de e et vy
son extrémité. Une aréte dont ['origine et [’extrémité sont confondues sera appelée boucle.

Ainsi, un graphe définit une relation binaire sur un ensemble, appelé ensemble de som-
mets. Nous pourrons donc utiliser un graphe pour représenter une telle propriété d’une
image, en identifiant les sommets aux éléments structurels de cette derniére. Dans le cas
ou la relation que 1’on souhaite représenter est symétrique, nous utiliserons généralement
plutot la notion suivante :

Définition 28 Un graphe non orienté est une paire G = (V, &), ot V est un ensemble fini
non vide, et E C Py(E) est un ensemble de parties de cardinal 2 de V.

41
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I

a)

F1G. 3.1 — Exemple de graphe orienté (a) et non orienté (b)

Un graphe non orienté est donc équivalent & un graphe orienté sans-boucle, dans lequel
les deux « sens » d’une aréte ne sont pas distingués (i.e. si (vy,v9) € &, alors (vg,v1) € &).
La figure 3.1 donne un exemple de graphe et un graphe non orienté constitué des mémes
sommets et vérifiant les mémes propriétés d’adjacence (c’est a dire que pour tout arc orienté
(a,b) dans le premier graphe, il existe un arc non-orienté {a, b} dans le second).

Notons que ’absence de boucle dans un graphe non-orienté se justifie autant d’un point
de vue mathématique que d’un point de vue pratique, par exemple dans le cadre de I'étude
des images. Mathématiquement, cela permet de considérer que ’ensemble des arétes est
bien uniquement constitué de parties de V de cardinal 2. En pratique, un tel graphe est
généralement utilisé pour représenter des propriétés telle que 1’adjacence, pour lesquelles
les boucles n’auraient pas réellement de sens, au contraire des graphes orientés qui sont,
entre autres, utilisés pour représenter des transitions autorisées d’états.

Cependant, nous étendrons tout de méme la notion de graphe orienté en autorisant les
boucles, car elles nous permettront, en plus des relations binaires entre éléments structurels
d’une image, de définir une propriété interne sur chaque région. Notons toutefois que les
boucles et les arétes « standard » représenteront donc des notions relativement différentes,
et que leur utilisation n’est donc que purement utilitaire.

Parfois, il nous arrivera de vouloir représenter une relation numérique entre deux ré-
gions, comme par exemple l'ordre de connexité. Pour cela, nous pourrons utiliser un mul-
tigraphe :

Définition 29 On appelle multigraphe la paire G,, = (V, &), ou V est un ensemble fini
non vide de sommets, et &, est un multi-ensemble (c’est a dire un ensemble pouvant
contenir plusieurs fois le méme élément) de parties de cardinal 2 de V. Pour toute aréte
e € En, on appelle ordre de e, noté w(e) le nombre d’occurrences de e dans l’ensemble des
arétes.

On peut aussi voir un multigraphe comme étant la donnée d’un graphe non orienté
G = (V,€) et d'une application w: & — N*, qui a chaque aréte associe son ordre dans le
multigraphe. Notons que la définition d’'un multigraphe impose qu’il soit non orienté.
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Fi1G. 3.2 — Exemple de couple primal-dual de graphes, les sommets du graphe dual sont
marqués par des carrés, et ses arétes sont en pointillés (une aréte du graphe dual correspond
a Paréte du graphe primal qu’elle intersecte)

De méme, nous voudrons aller plus loin dans la caractérisation des régions, par exemple
en représentant les différents cycles de voisinage d’une région. Pour cela, nous utiliserons
une structure particuliére, que nous appellerons graphe ordonné :

Définition 30 On appelle graphe ordonné le triplet G, = (V, &, S), ot (V,E,) est un
multigraphe, et ot S = {s1,...,S,} un ensemble de cycles d’éléments de E,, correspondant
a chacun des sommets du graphe. Plus formellement, S doit étre tel qu’il existe une bijection
0:V — S telle que o(n) soit un cycle de ’ensemble {e € &,, : e est incident a n}, pour
tout sommet n de V.

Enfin, nous pourrons aussi exprimer des propriétés d’une représentation par couple
primal-dual & I’aide d’un couple primal-dual de graphes (en notant Py(E) I'ensemble des
parties de E possédant exactement deux éléments) :

Définition 31 On appelle couple primal-dual de graphes le quadruplet : C = (V,, Va4, Ep, ),
ot G, = (V,, &) est un multigraphe appelé graphe primal, : P2(V,) — Pa(Va) est une
bijection appelée relation duale, et Gz = (Va,(E,)) est un multigraphe appelé graphe dual.

Un couple primal-dual de graphes correspond donc a la donnée de deux multigraphes
(Vy, &) et (Vy, E4) ayant le méme nombre d’arétes, et d’une bijection de &, vers &, (cette
bijection pouvant facilement étre prolongée en une bijection de P2(V,) vers P2(V,;) pour
étre conforme a la définition précédente). Dans le cas ou de plus le graphe dual est ordonné,
on dira que le couple primal-dual est ordonné. La figure 3.2 présente un exemple de couple
primal-dual de graphes.

3.1.2 Quelques notions sur les graphes

Nous allons maintenant présenter quelques notions et propriétés sur les graphes qui
nous seront utiles dans la suite de 'exposé :
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Définition 32 (Sous-graphe) Soient G = (V,€), et G’ = (V',&') deux graphes. Nous
dirons que G’ est un sous-graphe de G si V' CV et £ C &.

En particulier, si G = (V, €) un graphe, et ' C V est une partie de V, on peut construire
le sous graphe G’ = (V',£’) de G maximal au sens de I'inclusion sur I'ensemble des arétes
dont I’ensemble de sommets est égal 4 V', en posant £ = {(vy,v2) € £ :v3 € Vet vy € V'}.
Ce graphe sera appelé graphe engendré par )'.

La notion de sous-graphe s’étend aisément aux différents types de graphes étudiés dans
la section précédente, de la facon suivante :

Graphe non-orienté : La définition précédente s’applique telle qu’elle.

Multigraphe : La définition précédente s’applique telle qu’elle en considérant le multi-
ensemble des arétes. Si ’on utilise plutot un ensemble simple d’arétes et une fonction
indiquant l'ordre, il faut que 'ordre de chaque aréte soit inférieur a I'ordre de I'aréte
correspondant dans le graphe d’origine.

Multigraphe ordonné : La définition est la méme que dans le cas d’un multigraphe
simple, les cycles d’arétes correspondant alors a la restriction des cycles du graphe
d’origine aux arétes du sous-graphe.

Couple primal-dual : Un couple primal-dual C’ est un sous-couple primal-dual de C si
et seulement si le graphe primal du couple C’ est un sous-graphe du graphe primal du
couple C et le graphe dual du couple C’ est un sous-graphe du graphe dual du couple
C.

Définition 33 (Chemins) Soit G = (V,&) un graphe, et v;, vy € V deuxr sommets de
ce dernier. On appelle chemin d’origine v; et d’estrémité vy (ou chemin de v; a vy) de
longueur n toute séquence vy, ..., v, de sommets telle que vo = v;, v, = vy, et pour tout
j€1[0,n—1] on ait (vj,vj41) € E.

Cette définition s’applique pour I’ensemble des types de graphes présentés dans la sec-
tion précédente.

Nous dirons que v; est relié¢ a vy s’il existe un chemin entre v; et vy. Si tout sommet
d’un graphe est relié a tout autre sommet, nous dirons que le graphe est fortement connexe.
Dans le cas d’un graphe non orienté, nous dirons simplement que le graphe est connexe.

Définition 34 (Composantes connexes) Soit G = (V,E) non orienté, et v € V un
sommet de G. On appelle composante connexe de v dans G le sous graphe engendré par
lensemble des sommets reliés a v. On notera C(G) l’ensemble des composantes connezes
d’un graphe.

On déduit aisément de cette définition que les composantes connexes d’un graphe non
orienté G sont des sous-graphes connexes. On montre de plus qu’il s’agit des sous-graphes
connexes maximaux (au sens de I'inclusion sur I’ensemble des sommets), et tout sommet
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appartient & une et une seule des composantes connexes (cela se déduit du fait que la
relation « étre relié & » dans un graphe non orienté est une relation d’équivalence sur
I’ensemble des sommets, et que les composantes connexes sont les graphes engendrés par
classes d’équivalence de cette relation).

Dans le cas d’un graphe orienté, les composantes connexes ne sont pas bien définies,
la relation « étre relié a » n’étant plus une relation d’équivalence. On utilise donc plutot
la notion de composantes fortement connexes, définie a partir de la connexité forte, ou les
composantes connexes du graphe non-orienté induit. Notons que dans le cas des autres types
de graphes présentés (multigraphe et graphe ordonné), les mémes remarques s’appliquent
selon que le graphe est orienté ou non.

Définition 35 (Isomorphisme de graphes) Soient G, = (V1,&1) et Gy = Vs, &) deux
graphes. Soit alors @ : Vi — Vo une application bijective, telle que pour toute aréte e =
(n1,n2) € &1, on ait (p(n1), p(n2)) € E (pour simplifier les notations, on notera par la
suite p(e) = (p(ny), p(ng)). Alors on dit que p est un isomorphisme de Gy sur Go. Les deux
graphes sont alors dit isomorphes.

La notion d’isomorphisme va nous permettre de mettre en correspondance et d’identifier
deux graphes. Cette notion s’étend aux différents types de graphes : ¢ doit alors conserver
les différentes propriétés de ces derniers (arétes multiples, ordre des arétes) :

Graphe non-orienté : La définition précédente s’applique telle qu’elle.

Multigraphe : La définition précédente s’applique telle qu’elle en considérant le multi-
ensemble des arétes. Si I’on utilise plutot un ensemble simple d’aréte et une fonction
indiquant U'ordre, il faut que pour toute aréte e € £ on ait en plus w(gp(e)) = w(e).

Multigraphe ordonné : La définition est la méme que dans le cas d’un multigraphe
simple, avec en plus la condition que ¢ conserve les cycles, c’est & dire que pour
tout cycle s = (eq,...,e;) € S du graphe, (o(e1),...,¢(er)) soit un cycle de S et
réciproquement, tout cycle de Sy est I'image réciproque d’un cycle de ;.

Couple primal-dual : Un isomorphisme de couple-primal dual est un isomorphisme de
la réunion de I'ensemble des sommets du graphe primal avec celui des sommets du
graphe dual, et tel que la restriction aux sommets du graphe primal soit un iso-
morphisme de graphes et la restriction aux sommets du graphe dual soit aussi un
isomorphisme de graphes.

3.1.3 Graphe d’adjacence simple

Nous allons maintenant proposer une représentation structurelle utilisable pour les
images de Z? (en fait, cela s’applique aussi aux images de R?) en utilisant un graphe non
orienté, dit « graphe d’adjacence ». Il s’agit de I’'un des premiers modéles de représentation
d’images segmentées [55].

Soit I = (R, o) une image. Soit maintenant V = {vy,...,v,} un ensemble de n éléments,
ou n = |R|. On se donne une bijection f; de V vers R, et nous dirons que le sommet
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F1G. 3.3 — Graphes d’adjacence des figures 2.1 et 2.2, o le sommet B représente le fond.

Image erronée

v € V représente la région f;(v). Par abus de notation, nous noterons o(v) = o(f;(v)) le
symbole associé a la région représentée par v, et plus généralement, nous identifierons v a
la région fr(v).

Nous nous proposons maintenant de représenter ’adjacence entre chaque région, en
munissant ) de la structure de graphe non orienté suivante : Gy = (V, &), ou & = {{vy, v} :
f(v1) est 4-adjacente a f(vy) et vy # vo}. Ce graphe est bien défini, car la relation « étre
adjacent a » est symétrique. Le graphe que nous avions présenté a la figure 2.1 dans
notre introduction informelle était donc pratiquement un graphe d’adjacence. Nous avions
vu qu’il n’était pas suffisant pour nous donner une représentation « fiable » de I'image.
Cela était di au fait que nous avions intentionnellement « oublié » d’inclure un sommet
pour représenter le fond de I'image. Si I’on considére maintenant le « véritable » graphe
d’adjacence, les deux figures que nous avions présentées dans notre introduction deviennent
parfaitement différentiables, comme le montre la figure 3.3. Notons que G; correspond a
la représentation structurée (V, P, o) d’une image, avec P défini comme étant le singleton
constitué de la propriété « étre 4-adjacent ».

Le résultat suivant va nous permettre de montrer que ’on peut retrouver les compo-
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santes complémentaires de chacune des régions, étant donnée la connaissance d’un graphe
d’adjacence représentant l'image :

Lemme 3 Soit I une image, et Ry, ..., R, un ensemble d’éléments structurels de cette
image (le fond peut en faire partie). Notons vi,...,v, les sommets correspondant d’un
graphe d’adjacence Gy représentant I.

Alors U, <<, I est connexe si et seulement si le sous-graphe de G engendré par {v; :
1 <1< n} est connexe.

Démonstration : Supposons que le sous-graphe G’ de G engendré par {v; : 1 < i < n}
est connexe. Soit alors p; et p, € R = Ulgign R;, et montrons que p; est relié a py dans R.
Si p; et po sont dans la méme région, le résultat est évident, sinon, supposons par exemple
p1 € Ry et py € Rs.

Comme G’ est connexe, et v; et vy sont des sommets de G’, il existe un chemin de v; a
vy constitué uniquement de sommets de G’, c’est a dire de sous-régions de R. Nous avons
donc trouvé une suite de régions incluses dans R et 4-adjacentes de proche en proche. La
réunion de ces régions est donc connexe. De plus p; appartient a la premiére et py a la
derniére, donc p; et ps sont bien reliés dans R.

La réciproque se fait de maniére similaire (étant donnés deux sommets de G’, on choisit
un point dans chacune des régions qu’ils représentent, et ’on considére un chemin entre
ces points. La séquence des régions traversées par ce chemin nous donne alors un chemin
dans G', d’ou la connexité de ce dernier).

Nous pouvons en particulier déduire de ce lemme le théoréme suivant :

Théoréme 8 Soit [ une image, G = (V,E) le graphe d’adjacence représentant la structure
deZ etV CV un ensemble non vide de sommets de G. Alors les composantes complémen-
taires de la région représentée par V (la réunion des régions représentées par chacun des
éléments de V') sont les régions représentées par les composantes connexes du graphe G’
engendré par V \ V.

On appelle graphe complémentaire de V' le sous-graphe engendré par V '\ V, et compo-
santes complémentaires de V' ses composantes connexes. Le théoréme nous dit donc que
les composantes complémentaires de V' représentent les composantes complémentaires des
régions représentées par V. Il est donc possible de déterminer le nombre de composantes
complémentaires d’une union quelconque de régions a partir du graphe d’adjacence de
I'image uniquement.

Cela implique en particulier que nous sommes capables de calculer I'ordre de 8-adjacence
de chacune des régions, bien que ’on ne soit pas capable de différencier les régions dont
l'ordre de 8-adjacence est égal & 1 des régions qui ne sont pas 8-adjacentes (en d’autres
termes, il n’est pas possible de retrouver entiérement les propriétés de 8-adjacence entre
les régions). En effet, le théoréme 5 ne nous permet de calculer I'ordre d’adjacence de deux
régions en fonction du nombre de composantes complémentaires que si ’on suppose que
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les deux régions sont adjacentes. Ainsi, si 'on est bien capable de calculer 'ordre de 8-
adjacence de deux régions 8-adjacentes, on ne peut toutefois pas déterminer si deux régions
quelconques sont 8-adjacentes.

De plus, si 'on est capable d’identifier quel sommet représente le fond de 'image, le
nombre de trous et le nombre de composantes extérieures se déduisent immédiatement
du nombre de composantes complémentaires. Malheureusement, les informations de 4-
connexité seules ne suffisent pas a évaluer cette propriété. Une solution consiste 4 « mar-
quer » le fond, soit en lui donnant un symbole particulier, soit en ajoutant une boucle
au sommet correspondant dans le graphe. Si les deux approches sont valables, nous avons
choisi la seconde (ce qui ne nous empéchera pas éventuellement d’utiliser un symbole parti-
culier pour le fond), car il s’agit, selon nous, d’une information relevant plus de la structure
de I'image que de son contenu.

On peut toutefois regretter le fait que, bien que 'ordre de 8-adjacence soit parfaitement
déterminable, 'ordre de 4-adjacence ne le soit pas, alors que, par l'intermédiaire du graphe
d’adjacence, nous cherchons justement a représenter les propriétés de 4-adjacence entre les
régions. De plus, certaines propriétés topologiques importantes, comme les différents cycles
de voisinage ne sont pas déterminables par un simple graphe d’adjacence. Enfin, méme si
des informations telles que 'ordre de 8-adjacence peuvent étre retrouvées, cela demande
une analyse globale du graphe (si I'image représentée est dans Z? toutefois, une analyse
du voisinage a distance 2 est suffisant). Aussi proposons nous quelques extensions a cette
notion.

3.1.4 Multigraphe d’adjacence

Nous proposons donc dans un premier temps de représenter directement l'ordre de 4-
adjacence entre deux régions a l'aide d’un multigraphe d’adjacence, construit comme un
graphe d’adjacence dont 'ordre des arétes est égal a ’ordre de 4-adjacence entre les régions.
En termes de représentation structurée, cela revient a rajouter la propriété « ordre de 4-
adjacence » a I’ensemble P des propriétés de la représentation par un graphe d’adjacence
simple.

Il ne s’agit cependant la que d’une solution « intermédiaire ». En effet, méme si 1’on
a accés a 'ordre de 4-adjacence entre deux régions quelconques, il n’est pas possible de
déterminer lordre de 4-adjacence d’une réunion de régions avec une autre région (ou une
autre réunion de régions). Ainsi, un multigraphe d’adjacence ne permet pas d’étudier un
ensemble de régions comme un tout, ni méme de construire un multigraphe d’adjacence
représentant I'image obtenue en réunissant certaines des régions d’une image initiale (opé-
ration de contraction que nous étudierons par la suite).

Le multigraphe d’adjacence nous sera cependant utile, dans la mesure ot il est & la base
des modeles décrits dans la suite de cette section, et en particulier de la notion de graphe
dual ou des multigraphes avec voisinages ordonnés.
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3.1.5 Double graphe d’adjacence

Une autre possibilité serait de représenter a la fois la 4-adjacence et la 8-adjacence
en utilisant deux graphes partageant le méme ensemble de sommets, ce qui revient, par
exemple, a utiliser un graphe pour représenter la 8-adjacence, et un ensemble d’arétes
supplémentaires pour représenter la 4-adjacence. Cela revient donc a rajouter la propriété
« étre 8-adjacent » aux propriétés de la représentation par un graphe d’adjacence simple.

Cette représentation permet d’avoir accés a la majeure partie des informations topo-
logiques non accessibles via un simple graphe d’adjacence. En particulier, la 8-adjacence
étant connue et 'ordre de 8-adjacence étant calculable, les propriétés de 8 adjacence entre
les régions sont parfaitement déterminées. En revanche, ce n’est pas le cas des propriétés
de 4-adjacence. En effet : il n’est toujours pas possible de déterminer ’ordre de 4-adjacence
stricte d’une région avec une autre. Cela est particuliérement génant, car nous avons choisi
de considérer la 4-connexité comme forme « principale » de connexité, et elle est donc celle
que nous souhaitons pouvoir le mieux décrire. Au final, cette représentation n’apporte donc
que peu d’intérét par rapport a la précédente, et est, comme cette derniére, inadaptée a
un processus de construction par fusion de régions.

Notons cependant que cette représentation peut étre étendue en une représentation
compléte de la topologie en « ordonnant » les 8-voisinages de chaque sommet, et en consi-
dérant les 4-voisinages comme des cas particuliers de 8-voisinages. Plus précisemment, cela
revient a considérer un multi-graphe de 8-adjacence (au sens large) dans lequel :

— Les arétes représentant la 4-connexité (qui est un cas particulier de la 8-connexité au

sens large) sont marquées

— Pour chaque sommet, les arétes incidentes & ce sommet sont séparées en différents

groupes représentant les composantes complémentaires du sommet en question, et au
sein de chaque groupe, on ordonne les arétes dans le sens direct choisi.

Une telle représentation n’est pas nécessairement plus lourde a manipuler qu’un multi-
graphe classique : en effet, ces derniers sont souvent représentés par une liste de sommets,
et pour chaque sommet, une liste chainée des arétes incidentes a ce dernier. Il suffit alors
de placer les arétes dans la liste chainée en respectant 1'ordre des cycle (on peut choisir
arbitrairement le premier élément du cycle, puis 'ordre des suivants est imposé par le
cycle), et de mémoriser les positions des frontiéres des cycles dans la liste pour avoir une
représentation compatible avec celle d’'un multigraphe sans ordonnancement des arétes. Si
la compatibilité ne nous intéresse pas, il est alors plus simple d’associer a chaque sommet
une liste de cycles, puis de définir chaque cycle comme une liste d’arétes.

Si cette représentation permet bien de représenter complétement la topologie, ce n’est
pas la seule & avoir cette caractéristique. Nous allons en effet maintenant proposer une
autre alternative faisant entre autres apparaitre directement la notion de frontiére entre
régions, non présente dans les représentations précédentes, et pour laquelle les opérations
de fusion entre régions seront simplifiées.
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3.1.6 Introduction du graphe dual

Nous nous proposons maintenant d’utiliser un couple primal-dual de graphe pour obte-
nir une représentation d’une image par couple primal-dual. Nous avons vu que l'utilisation
d’un tel type de représentation permettait, dans certaines circonstances (par exemple si I’on
ordonne les cycles des arcs issus de chaque sommet du dual), de caractériser entiérement
la topologie d’'une image.

Pour ce faire, nous utilisons comme graphe primal un multigraphe d’adjacence clas-
sique pour représenter les relations de 4-adjacence entre les régions, et comme graphe dual
un multigraphe représentant les composantes connexes des 4-frontiéres entre les régions.
Notons que cette approche est relativement ancienne, car déja introduite par le mathé-
maticien francais Henri Poincaré en 1900. Son utilisation en vision est plus récente, et
introduite notamment par W. Kropatsch, dans un premier temps en dehors du formalisme
des graphes [45], puis dans le cadre des pyramides duales [46, 48, 49]. Remarquons que la
définition « classique » du graphe dual nécessite I'introduction d’arétes « fictives » pour
représenter les inclusions, le graphe dual devant rester connexe. Ce n’est pas le cas dans
notre approche, dans laquelle le graphe dual peut ne pas étre connexe. Précisons donc
maintenant notre définition du graphe dual :

Soit R = {Ry,..., R,} les éléments structurels d’une image. Alors nous avons vu que
les frontiéres de chacun des R; avec chacune de leurs composantes complémentaires étaient
toutes des courbes fermées, sans point singuliers. Notons F la réunion de toutes ces courbes.

Soit p € R? un point de F. Alors soit p est sur I'un des points de 8-adjacence entre
un ensemble de régions, soit il est sur une courbe de 4-adjacence, séparant deux régions.
Cette courbe peut étre caractérisée de deux fagons : par les deux régions qu’elle sépare,
ou par ses deux extrémités (sil ne s’agit pas d’'une boucle) qui sont des points de 8-
adjacence. La premiére caractérisation peut se faire en associant p a I’aréte du graphe primal
représentant, cette 4-adjacence. Si I’on appelle V,; ’ensemble des points de 8-adjacence, la
seconde caractérisation définie un multigraphe sur V.

Ces deux caractérisations permettent donc (tant qu’il n'y a pas de boucle isolée dans
F) de définir un lien dual entre le multigraphe d’adjacence (V,,E,) et le graphe (V4, &4) ot
Vy sont les points de 8-adjacence, et £; est 'ensemble des arétes définies par la deuxiéme
caractérisation. Pour les boucles isolées, on peut choisir arbitrairement un point p de la
boucle et I'ajouter a V', et ajouter la boucle (p,p) dualement liée & I'aréte représentant,
dans le graphe primal, ’adjacence entre les deux régions adjacentes a la boucle isolée.

Ainsi, il est possible de définir le graphe dual associé a un multi-graphe d’adjacence G, =
(V,, &) par :

Définition 36 (Graphe dual) Nous appellerons graphe dual de G, pour une image I, le
maultigraphe Gg = (Vy4,E4) dont les sommets sont l'ensemble des points de 8-adjacence de
F plus l’ensemble des boucles isolées de F, et dont le multi-ensemble des arétes est défini
par :

Es = {(p1,p2) € V4 x Vy:p1 et py sont les extrémités d’une 4-frontiére}
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U{(r,r) € V4 x V;: r est une boucle isolée}

auquel on lie la relation duale telle que chaque aréte de G, est associée a l'aréte de G4 qui
correspond a la J-frontiére appropriée.

L’introduction du graphe dual nous permet de construire le graphe (et son dual) résul-
tant de la fusion de deux régions, sans utiliser d’information supplémentaire. Soient deux
régions adjacentes Ry et Rs. Il existe alors dans le graphe une aréte e;5 entre les deux som-
mets représentant ces régions. La fusion des deux régions correspond alors a la contraction
de 'aréte eqo, telle que nous la décrivons plus bas.

De plus, il est possible d’effectuer un traitement sur le dual de facon a faire disparaitre
les points singuliers, i.e. les points ot une région se « referme » sur elle méme en 8-connexité
mais pas en 4-connexité. Nous appellerons cette opération séparation du dual, et nous la
définirons formellement plus bas. Informellement, cela revient a ajouter de I’épaisseur aux
différentes régions.

Contraction d’une aréte

Présentons maintenant 1’algorithme qui va nous permettre de « fusionner» deux régions
adjacentes d’une image, c’est a dire, dans le cas ot I'image est représentée par un graphe,
de construire un graphe représentant 'image obtenue aprés avoir réuni les deux régions.
La méthode présentée ici est une variante de celle introduite par Walter Kropatsch [46],
légérement simplifiée de part I’absence des arétes fictives dans le graphe dual et des boucles
qui leur correspondent dans le graphe primal.

Soient deux régions R; et Ry 4-adjacentes. Notons n; et ny les sommets du graphe
qui la représentent. Les deux régions étant 4-adjacentes par hypothése, il existe une aréte
(n1,n2) dans le graphe représentant I'image. Nous appellerons alors contraction de I’aréte
(n1,n2), Popération consistant a fusionner les régions R; et Ry, représentées par chacune
des extrémités de 1'aréte.

Dans le cas d’un graphe d’adjacence simple, I'opération est triviale :

1. On supprime du graphe les sommets n; et ny représentant les deux régions fusionnées,
et on ajoute un sommet n représentant la nouvelle région issue de la fusion.

2. On supprime Paréte (n1,ns) reliant ces deux sommets.

3. Pour toute aréte e = (ny,r) admettant n; comme extrémité, on supprime e et ’on
rajoute ¢/ = (n,v) (toute région adjacente & R; est aussi adjacente a la réunion).

4. Pour toute aréte e = (ng, ) admettant ny comme extrémité, on supprime e et ’on
rajoute € = (n,v).

Dans le cas d’'un double graphe d’adjacence, le graphe de 4-adjacence se construit de
la méme facgon, et 'ensemble des arétes de 8-adjacence se construit de la fagon suivante :

1. On retire 'aréte (ny, ny) reliant les deux sommets du graphe de 8-adjacence.
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F1G. 3.4 — Contraction d’une aréte : en (a) I’aréte en question est en gras, et son aréte duale
en pointillés. En (b) l'aréte est contractée, et sa duale supprimée : le dual contient alors
deux sommets d’arité 2 (les deux sommets entourés). En (c) une aréte du dual incidente
a 'un de ces sommets est marquée, et est contractée en (d) : il reste encore un sommet
d’arité 2 (entouré). L’opération est donc répétée (étapes (e) et (f)) pour obtenir le graphe
final.

2. Pour toute aréte e = (ny,r) du graphe de 4-adjacence initial ou du graphe de 8-
adjacence admettant n; comme extrémité, on ajoute ¢’ = (n,v) dans les arétes de
8-adjacence. Si de plus e appartient au graphe de 8-adjacence, on la supprime.

3. Pour toute aréte e = (ng,v) du graphe de 4-adjacence initial ou du graphe de 8-
adjacence admettant ny comme extrémité, on ajoute ¢/ = (n,v) dans les arétes de
8-adjacence. Si de plus e appartient au graphe de 8-adjacence, on la supprime.

Enfin, si le contraction n’est pas définie dans le cas d’un multigraphe d’adjacence, elle
I’est dans le cas d’un couple primal-dual, ce qui rend cette représentation particuliérement
intéressante. Nous présentons ici 'opération de contraction du dual :

1. On supprime du graphe primal les sommets ny et no représentant les deux régions
fusionnées, et on ajoute un sommet n représentant la nouvelle région issue de la
fusion.

2. Pour toute aréte e reliant nq a nsy, on supprime e des arétes primales, et I’on supprime
son aréte duale e; des arétes du graphe dual.

3. Pour toute aréte e = (ny,v), d’aréte duale e;, admettant n; comme extrémité, on
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supprime e et ’on rajoute ¢’ = (n, v) (toute région adjacente a R; est aussi adjacente
a la réunion). De plus €’ et ey sont définies comme duales I'une de Iautre.

4. Pour toute aréte e = (ng, ), d’aréte duale ¢4, admettant ny comme extrémité, on
supprime e et ’on rajoute ¢/ = (n,v). De plus €’ et ey sont définies comme duales
I’'une de l'autre.

5. Tant que le dual posséde des sommets d’arité inférieure ou égale a deux qui ne sont
pas incidents a une boucle, on contracte une aréte d’'un tel sommet en utilisant la
méme procédure que dans le cas d’un graphe d’adjacence simple. A chaque fois qu'une
aréte du dual est ainsi contractée, son aréte duale dans le graphe primal est supprimée
(cela correspond a fusionner deux 4-frontiéres en une seule).

Cette construction est illustrée dans la figure 3.4, les étapes 1 a 4 étant représentées par
les figures (a) et (b) (contraction primale), et 'étape 5 étant représentée par les figures (c)
a (f) (contraction duale).

3.1.7 Caractérisation par la frontiére

Dans toute cette partie, nous nous somme concentrés sur des méthodes pour représen-
ter les régions de I'image et leur relations. Une autre approche consisterait a se concentrer
sur I'étude des frontiéres entre les régions. En effet, nous avons vu qu'une représentation
compléte de la topologie d’une image était possible si cette derniére est parfaitement carac-
térisée. Or la frontiére semble étre en général plus facilement caractérisée que les régions,
en effet, nous avons vu que la frontiére était constituée d’un nombre fini de points reliés
entre eux par des courbes entiérement distinctes les unes des autres (sauf au niveau des
points extrémités). Un simple multi-graphe de frontiére, dans lequel les sommets sont ces
points extrémités, et deux sommets sont reliés chaque fois qu’il existe un segment entre
ces deux extrémités suffit donc pour représenter la frontiére. Pour que la représentation
soit, compléte, il faut toutefois ordonner les arétes issus de chaque point, car les cycles de
courbes issues d’une extrémité sont importants. Cette structure correspond donc exacte-
ment au graphe dual avec voisinages ordonnés : est-il donc nécessaire de conserver le graphe
primal 7

Si la connaissance méme des régions n’est pas nécessaire, cette représentation est suf-
fisante. Cependant, dans notre modeéle, il est nécessaire de pouvoir associer un symbole a
chaque région, et donc de pouvoir identifier les régions de I'image. Une approche possible
pour cela consiste a associer a chaque aréte du graphe des frontiéres les deux régions qu’elle
sépare : cela revient alors précisemment a définir le graphe primal, ce dernier correspon-
dant au dual du graphe dual. Mais d’autres approches sont possibles, en particulier, il est
possible de définir une région par la donnée de ’ensemble des arétes du graphe de frontiéres
définissant la frontiére de sa composante extérieure. Cette approche se rapproche de celle
utilisée dans le cas des cartes combinatoires [12, 13|, dans lesquelles les régions (c’est a dire
les cellules de dimension deux) peuvent étre représentées par les orbites des brins selon un
groupe de permutations donné. Cette approche donna naissance a différents modéles de
représentation d’'une image, notamment aux cartes discrétes issues des travaux de thése de
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Jean-Philippe Domenger [18], ainsi qu’au graphe topologique des frontiéres, issu de ceux de
Christophe Fiorio [23]. Ces modéles ont été réduit en un modéle minimal, celui des cartes
topologiques, en se limitant aux informations topologiques, dans la thése de Guillaume
Damiand [15].

Ces modeéles ont ’avantage d’étre de pouvoir étre étendus au dela des images en deux
dimensions. La notion de fusion de régions a de plus été étudiée sur les cartes topologique
en dimension quelconque [17, 16], de méme que la construction de pyramides a partir de
cartes généralisées [25]. Notre travail portant principalement sur les régions, nous ne nous
focaliserons cependant pas sur ces approches, leur préférant celles présentées plus haut,
plus orientées régions.

3.2 La base de connailssances

Nous avons présenté dans la section précédente différentes représentations pouvant étre
utilisée pour décrire une image. Ces représentation serviront de briques de base pour ’en-
semble de la construction multi-résolution que I'on souhaite obtenir. Pour cela, nous parti-
rons d’une image représentée sous la forme d’un graphe ou d’un des systéme de représen-
tation décrit plus haut, puis nous transformerons ce graphe pour obtenir des graphes de
plus en plus réduits. Ces transformations, ou réductions, sont déterminées par un systéme
de régles opérant sur I'ensemble des symboles ainsi que sur la structure du graphe traité.

Dans cette section, nous allons décrire ces régles, ce qui nous ameéne d’abord a préciser
un peu ce que sont les symboles. Remarquons que les régles et les symboles seront les seuls
éléments variables de notre modéles, et représentent donc la connaissance utilisée par le
processus pour décrire (via les symboles) et réduire (via les régles) correctement une image
donnée. L’ensemble des régles et des symboles pourra donc étre regroupé en une seule
entité que nous appellerons base de connaissances.

3.2.1 Quelques remarques sur les symboles

Commencons donc par préciser la notion de symbole. Jusqu’a présent, nous considérions
les symboles comme les éléments d’un ensemble prédéfini, noté S. Intuitivement, un sym-
bole peut par exemple décrire le contenu d’une région, ou encore la géométrie de 'image
au voisinage de cette région. Le choix de ’ensemble de symboles est volontairement laissé
libre, de sorte que tout ensemble jugé pertinent puisse étre utilisé.

Il est donc en particulier possible de choisir comme ensemble des symboles I’ensemble R
des valeurs numériques positives (n’étant capable de ne manipuler que des données finies,
il S’agira en fait plutot d’une discrétisation de R). Il est de méme possible de prendre un
ensemble de vecteurs, par exemple R* pour une valeur finie de k. Un tel choix correspond
a des graphes valués numériquement, déja bien étudiés dans la littérature.

Nous nous intéresserons donc plutot a des ensembles de symboles représentant un
nombre fini de notions, qui peuvent étre variées : de tailles ou des couleurs symboliques
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(grand, petit, rouge, vert, etc). .., des formes (cercle, rectangle, etc). .., ou encore des no-
tions plus « abstraites » par rapport a I'image (ballon, visage, personnage). L’ensemble des
symboles sera donc en général un ensemble décrit extensivement par la liste des notions
que 'on souhaite pouvoir représenter. De telles représentations symboliques ont déja fait
I’objet de plusieurs études dans la littérature, comme par exemple le «n-cell description
langage» de W. Kropatsch pour représenter les courbes [47], ou encore les masques 3 x 3
introduits par Canning et al. |[10] et permettant la détection d’angles et de concavités [31]
ou d’éléments de textures [22].

Pour certaines de ces notions, il pourra étre utile d’étre en mesure de définir un ou
plusieurs paramétres numériques ou symboliques associés au symbole qui lui correspond.
Ainsi pourra-t-on souhaiter représenter non seulement le fait que telle région a une forme
circulaire, mais aussi préciser le rayon du cercle en question. Si ce rayon est défini symbo-
liquement, il est toujours possible de définir extensivement ’ensemble des symboles consi-
dérés (grand cercle, petit cercle, etc)..., ce qui n’est plus le cas si le rayon est défini
numériquement : tous les éléments de {cercle} x R™ sont des symboles possibles.

Finalement, afin de pouvoir représenter toutes ces notions, nous utiliserons un ensemble
de symboles S partitionnable en un nombre fini de classes qui seront décrites extensive-
ment. Chaque classe correspond a une notion que ’on souhaite représenter, et les différents
éléments d’une méme classe correspondent a différents paramétrages d’'une méme notion.

Notons que les différents symboles ne représentent pas toujours des notions décorrélées.
En effet, les objets possédant certains symboles peuvent étre des parties d’objets possédant
d’autres symboles : ainsi par exemple, le symbole visage sera associé a un objet susceptible
d’étre une partie d'un objet ayant le symbole personnage. De méme, certaines notions sont
des réinterprétations plus abstraites (dans le sens ou elles se basent plus sur la sémantique
que sur le contenu de I'image lui-méme) : ainsi une balle peut étre une réinterprétation
plus abstraite d’une sphere.

Lorsqu’un symbole s; peut étre une réinterprétation plus abstraite d’un autre symbole
S9, ou lorsqu’il peut caractériser un objet décomposable en sous-objets dont 'un s’interpréte
en le symbole s9, nous dirons que s; est est une abstraction de s,, et nous noterons s; < Ss.
On note alors < la cloture transitive de la relation <. La relation d’abstraction < est
dite cohérente si sa cloture transitive < est une relation d’ordre partiel. Si c¢’est le cas, on
dira que s; est plus abstrait que s si et seulement si s; < s9. En général, les symboles
seront divisés en trois catégories :

— Les symboles de bas niveau, utilisés pour construire le graphe initial d’'une pyramide.
Ce sont les symboles d’abstraction minimale, qui correspondent aux « tokens » de
Tsotsos [61], ou aux « textons » de Julesz [32].

— Les symboles de haut niveau, que 1’on souhaite retrouver au sommet d’une pyra-
mide. Ce sont les symboles d’abstraction maximale, qui correspondent aux « visual
prototypes » de Tsotsos.

— Les symboles de niveau intermédiaires, utilisés dans les différents niveaux d’une py-
ramide.

Dans la suite de cette thése, nous supposerons que < est cohérente, et la relation
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d’ordre partiel < dérivée sera utilisée pour définir la notion d’abstraction sur les images.

3.2.2 Notion d’abstraction

Soit Z = (R, o) une image. Comme nous l’avons présenté plus haut, notre objectif est
de construire une nouvelle image Z' = (R’,0’) qui soit de plus faible résolution et plus
abstraite. Précisons la signification de ces deux notions :

Définition 37 (Résolution) L’image I' est dite de plus faible résolution que l'image T
si tout élément structurel R de R est inclus dans une et une seule région R’ de R'.

Autrement dit, Z' est de plus faible résolution que Z si et seulement si la fonction
(appelée projection de R dans R’) :

(R — R
™\ R — R:RCR

est bien définie et est surjective. Les approches pour représenter la topologie d'une image
a plusieurs résolutions ont déja fait I'objet de divers travaux [24, 46, 25, 9]. Dans notre
modele, nous utiliserons des contractions de graphes avec duaux basées sur les travaux de
W. Kropatsch et décrites précédemment.

Définition 38 (Abstraction) Soit Z et 7' deux images. Nous dirons que Z' est plus abs-
traite que T st :

1. T’ est de plus faible résolution que I, et

2. pour toute région R de R, on a o' (w(R)) < o(R) (c’est a dire que le symbole associé
a la région contenant R dans T’ est plus abstrait que le symbole associé a R).

Dans cette partie, nous allons définir des objets permettant de produire une image plus
abstraite & partir d’'une image d’origine, telle que toute image Z' plus abstraite qu’une
image Z puisse étre produite a partir de Z en utilisant successivement une série de ces
objets. Ces objets seront appelés régles de réductions, et la sélection d’un ensemble de
régles de réductions permettra de définir les transformations possibles d'une image.

Nous appellerons enfin base de connaissances la donnée d’un ensemble de symboles
et d’'un ensemble de régles. C’est cette derniére qui guidera entiérement le processus de
construction des réductions successives d’une image.

3.2.3 Reégles de réduction

Soient Z = (R,0) et I’ = (R',0’) deux images telles que Z’ soit plus abstraite que Z.
Soit aussi m: R — R’ la projection de R dans R’.
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La fonction 7 est surjective, donc 7~ '(R’) = R. Notons Rj,..., R, les éléments de

R'. Choisissons alors arbitrairement un élément ¢; dans chacun des 7 '(R!), que nous
appellerons centre de R}. Définissons alors la fonction C: R — R qui a chaque région R de
R associe le centre de 7(R). Nous avons alors le résultat suivant :

Lemme 4 La fonction C permet de retrouver les éléments structurels I' a partir de ceux
de Z. Si de plus on suppose connu o' sur chacun des w(c;), alors I peut étre déduite de I.

La premiére partie du lemme est immédiate. En effet, les régions de Z' sont les réunions
des régions R de Z pour lesquelles C'(R) est constant. Plus formellement, si 'on pose
E(R) = Ug,er.c(ry=c(m) fi» alors R" = {E(R) : R € R}. La seconde partie est triviale :
tout élément de R’ est par définition 'image d'un ¢; par 7, donc si o’ est définie sur chacun
des 7(¢;), elle est définie sur R’ tout entier.

Ainsi, pour caractériser Z' en fonction de Z, il suffit de choisir (arbitrairement) des
centres ¢;, de définir pour chacun d’eux 'ensemble C; des régions R de R telles que C(R) =
¢; (cest a dire C; = C71(¢;)), ainsi que la valeur o; de o’ en 7(c;).

Notons alors h; le triplet (¢;, C~*(¢;), 0’ (7(¢;))). D’apreés le résultat précédent, la donnée
des h; pour tout ¢ permet de construire Z' a partir de Z. Un tel triplet sera appelé pré-
hypothése de réduction.

Définition 39 (Hypothése de réduction) On appellera hypothése de réduction d’une
image I la donnée d’un quadruplet (¢, R.,s,n) € R X P(R) xS xN, ot ¢ est une région de
T appelée centre de réduction, R. est un ensemble connexe de régions contenant au moins
c appelé noyau de contraction, s est un symbole appelé symbole de sortie et n un entier
appelé qualité, et o R, est tel que pour tout R € R., on ait s < o(R).

L’ensemble de toutes les hypothéses de réduction sur une image Z sera noté H(Z), et
’ensemble de toutes les hypothéses de réduction sur toute image H. Le triplet (¢, R,, s) est
appelé pré-hypothése de réduction. Dans le cas ot la relation sur le niveau d’abstraction des
symboles n’est pas vérifiée, ou si ’on ne posséde pas d’ordre sur I’ensemble des symboles,
on parlera d’hypothése de réduction dégénérée.

Soit Z = (R,o0) une image, et h = (¢, R.,s) une pré-hypothése de réduction. On
appellera application de h sur Z I'image 7' = (R/, ') telle que :

— R € R sietseulement si R€ R\ R.ou R=J,cp 7

-~ 0(R)=0(R)si Re R\ R,

— 0'(R) = s sinon (i.e. si R =J,cp. 7)

L’application d’une pré-hypothése revient donc a fusionner ’ensemble des régions de
R. et a donner a la réunion le symbole s, les autres régions de 'image restant inchangées.
Si maintenant h = (¢, R,, s,n) est une hypothése, nous dirons que 'application de h sur Z
est 'application de la pré-hypotheése (¢, R,, s) sur Z.

Définition 40 (Régle de réduction) Notons J [’ensemble de toutes les images sur Z*
(ou R?). On appelle regle de réduction toute fonction Reqg: J x P(Z?) — P(H) telle que
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Re.q(I, R) est vide si R n'est pas une région de I, et est incluse dans {h = (¢, R.,s,n) €
H(I): c= R} sinon.

Ainsi, étant données une image et une région, une régle de réduction produit un en-
semble (éventuellement vide) d’hypothéses de réduction sur cette image qui ont toutes
pour centre cette région. Soient alors Z une image et Z' une image plus abstraite. D’aprés
le lemme précédent, il existe un ensemble fini d’hypotheéses hq, ..., h, telles que 'applica-
tion successive de chaque h; a partir de Z produise I'image Z’. Notons Zy, ..., Z, les images
obtenues aprés 'application de chacune des hypotheéses.

On peut alors définir R; par R;(I,¢) = {h;} si [ =Z; et ¢ = ¢;, et R;(I,c¢) = () sinon.
Alors R; est bien une régle, et elle permet de déduire ’hypothése h; a appliquer a Z; pour
produire Z; 1. D’ou le théoréme suivant :

Théoréme 9 Soit T une image, et I' une image plus abstraite. Alors il existe un ensemble

fini de régles R = {Ry,..., Ry} tel qu’il soit possible de construire une séquence d’image
Ty, ..., I, telle que :

-Io=1,

- 7,=17,

— et pour tout O < k < n, il existe une certaine région c de Iy, et une regle R € R telle
que Ty11 est le résultat de Uapplication d’une hypothése h € R(Zy, c) a Zy.

D’aprés ce théoreme, si I’on considére I’ensemble des régles possible, alors toute image peut
étre réduite en tout autre image plus abstraite en utilisant des hypothéses produites par
ces régles. Si l'on ne considére qu’'un ensemble donné de régles, cela n’est bien évidemment
plus forcément vrai.

Définition 41 (Réduction acceptable) Soit Z une image, et R un ensemble de régles.
On dit qu’une image I’ est une réduction acceptable de I si l’on peut construire une sé-
quence d’images définie comme dans le théoreme précédent.

L’ensemble des notions décrites ici sur les images peuvent facilement étre étendues au
cas des images structurées. Nous ne présenterons pas ici cette extension dans le cas général,
mais uniquement dans le cas particulier ou la structure des images est représentée par un
graphe. C’est en effet précisemment sur ce type de représentation que nous allons travailler
par la suite.

Ainsi, nous supposerons a partir de maintenant la structure d’une image représentée
par son graphe d’adjacence (ou éventuellement son multigraphe d’adjacence, muni ou non
d’un dual ou d’un ordre du voisinage), en assimilant chaque région du plan au sommet cor-
respondant du graphe. La notion d’image de plus faible résolution, peut alors étre exprimée
de la maniére suivante :

Définition 42 (Résolution) Soient G; = (V1,&1) et Go = Vs, &) deux graphes. On dit
que Gy est de plus faible résolution que Gy s’il existe un ensemble d’arétes £,_.o C & tel
que Gy est isomorphe au graphe résultant de la contraction de £_o dans Gy .
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Soient un graphe G; = (Vy,&;) et un graphe Gy = (V,, &) de plus faible résolution.
Notons &5 un ensemble d’arétes défini comme plus haut. Soit alors G' = (V', £’) le graphe
résultant de la contraction de &5 dans G;. Notons 7' une projection de G; dans G’ (nous
avons vu qu’il s’agissait d’'une application surjective). Enfin, notons f un isomorphisme
entre G’ et Gy. Il est alors possible de définir une projection de G; dans G, surjective par :

m:v— for'(v)

7 est alors définie de maniére unique, & un automorphisme de G, prés (i.e. si m; et my sont
deux projections de G; dans G, alors il existe un isomorphisme f de G dans lui-méme tel
que m = f o).

Etant donné que deux graphes isomorphes (ou automorphes) peuvent étre identifiés,
nous pouvons considérer 7 unique. Les définitions et propriétés étudiées dans le début de
cette section ne dépendant que de la notion de résolution, de 'existence d’une projection
associée et de ’adjacence entre les régions, elles peuvent étre étendues aux graphes. Cepen-
dant, nous proposons une légére variante de la notion d’hypothése dans ce cas particulier :

Définition 43 (Hypothése de réduction d’un graphe) On appelle hypothese de ré-
duction d’une image I = (G, o), dont la structure est représentée par un graphe G = (V, &),
un quadruplet (v., E,s,n) € V x P(E) x S X N, ot v. est un sommet de G appelé centre
de réduction, B C & est un ensemble connexe d’arétes appelé noyau de contraction, s est
un symbole appelé symbole de sortie et n un entier appelé qualité. De plus, les propriétés
suivantes doivent étre vérifiées :

1. si E est non vide, alors v, doit étre ['une des extrémité d’au moins un élément de F,
2. pour toutl (v1,v9) € E, s < o(vy) et s < o(vq),
3. 5 <.

Cette définition est équivalente a la définition précédente, mais I’ensemble des régions
« fusionnées » R, est représenté par un noyau de contraction associé. L’application d’une
hypothése sur une image (G, o) consistera donc a effectuer la contraction de E dans G, et
a attribuer le symbole s au sommet produit (ou & v, si F est vide).

Ordre induit par les régles

Les régles de réduction, telles que nous les avons défini plus haut, doivent produire des
hypothéses de réduction, et donc respecter la relation d’ordre partiel < définissant 1’ordre
d’abstraction entre les symboles.

Une autre approche consiste a autoriser les régles de réduction a produire des hypothéses
éventuellement dégénérées, dont la validité ne dépend donc pas de l'ordre d’abstraction
entre les symboles. Il est alors notamment possible de définir un ensemble de régles de
réduction sans avoir a définir ’ordre <. Cet ensemble de regle ne sera toutefois valable que
s’il existe une relation < telle que toutes les hypothéses dégénérées émises par les regles
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soient bien des hypothéses de réduction valables, respectant I'ordre partiel <. Nous allons
donc ici chercher a caractériser les ensembles de régles pour lesquels il existe un tel ordre
partiel, et déterminer 'ordre partiel minimal qui convient. Nous appellerons ordre induit
par les regles cet ordre.

Etant donnée une hypothése h = (v., £, s,n), on appelle symboles d’entrée les symboles
des sommets incidents au noyau de contraction £, et symbole de sortie de symbole s. Pour
une régle R donnée, on appelle symboles d’entrée (resp. de sortie) les symboles d’entrée
(resp. de sortie) de toute hypothése pouvant étre émise par R. Considérons alors le graphe
(orienté) d’abstraction, défini par :

— On définit un sommet dans le graphe d’abstraction pour tout symbole de la base de

connaissance,

— Il existe une aréte de sy vers s, si et seulement s’il existe une régle R telle que s; est

symbole d’entrée de R et s, symbole de sortie.

Alors il existe un ordre induit par les régles si et seulement si le graphe d’abstraction est
acyclique, et 'ordre induit peut étre défini par s; < s si et seulement s’il existe un chemin
de sy vers s; dans le graphe d’abstraction. Notons enfin que le graphe d’abstraction peut
étre utilisé pour représenter la base de connaissance. En effet, ’ensemble des sommets du
graphe d’abstraction décrit exactement ’ensemble des symboles, et chaque arc du graphe
d’abstraction est étiqueté par une ou plusieurs régles (et réciproquement, toute régle est
étiquette d’au moins un arc du graphe d’abstraction).

3.2.4 Motifs

Nous souhaitons maintenant définir des régles telles que les réductions acceptables d’une
image donnée conservent certaines propriétés de cette derniére. La définition d’une régle
étant assez abstraite et difficilement exploitable (il s’agit d’une fonction qui doit étre définie
pour chaque image et pour chaque point de cette image), nous allons maintenant proposer
une classe de régles facilement caractérisables, et donc utilisable en pratique.

Les régles que nous proposons ici sont définies de maniére a pouvoir étre facilitent
utilisées « manuellement ». Elles se basent sur I’état du voisinage de la région sur laquelle
elles s’appliquent pour déterminer si elle peuvent s’appliquer, et le cas échéant déterminer
I’hypothése ainsi produite. En nous plagant dans le cas ou la structure de I'image est
représentée par un graphe, nos régles doivent donc examiner les symboles présents dans les
sommets d’une partie du graphe, ainsi que la structure de cette partie du graphe. Cette
derniére sera définie par la configuration de la régle, elle méme composée d’un squelette,
représentant les arcs devant étre nécessairement présents pour que la régle s’applique, et
d’un ensemble d’arcs supplémentaires, facultatifs. Commencons par définir précisément ces
deux notions :

Définition 44 (Squelette) On appelle squelette le couple S = (G,c), ou G = (V,E) est
un graphe connere et sans cycle, et ou ¢ € V est l'un des sommets de ce graphe. On
appellera ¢ centre du squelette.
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FiGg. 3.5 — Exemple de configuration : le sommet en noir est le sommet principal de la
configuration, les arétes non valuées représentent le squelette et les arétes valuées sont les
arétes supplémentaires.

Définition 45 (Configuration) On appelle configuration le triplet C' = (G, ¢, &), ou
(G,c) est un squelette (appelé squelette de la configuration), et & € P(V x V x R) est
un ensemble d’arétes supplémentaires sur le squelette, valuées dans R.

La figure 3.5 montre un exemple de configuration, en distinguant le squelette des arétes
supplémentaires.

Définition 46 (Régle Motif) On appelle régle motif le quadruplet R = (C,E",v,1), ou
C' est une configuration, £" est un sous-ensemble de ’ensemble des arétes du squelette
appelé noyau de contraction, v:V — [1,k] (ot k est le nombre de sommets du squelette)
une numérotation des sommets du squelette, et 1 : S¥ — S x R est une fonction dite
fonction de sortie.

Pour appliquer une régle sur un point p d'une image [ représentée par un graphe, on
commencera par trouver un sous-graphe de I isomorphe au squelette S de la régle, tel
que, si 'on note ¢ l'isomorphisme correspondant, on ait ¢(c) = p, o ¢ est le centre du
squelette. Si un tel sous-graphe existe, on applique la fonction de sortie ¢ sur le k-uplet
composé des symboles de chacun des sommets de ce graphe pris dans I'ordre défini par la
fonction de numérotation v.

Notons (s, q) le résultat de cette application. Alors la régle s’applique si et seulement
si g est strictement positif. L’hypothése produite est le quadruplet (v, E, s,n), ou :

= Ve =D,

- B= (")

— s est le s produit par la fonction de sortie,



62 CHAPITRE 3. LA PYRAMIDE DE GRAPHES

F1G. 3.6 — Application d’une régle : & gauche, la configuration (a) et le graphe de travail
(b). On applique la régle sur le sommet central du graphe. La partie droite montre deux
applications possibles, sur (c¢) lerreur structurelle est de 0.2, sur (d) elle est de 0.8.

- n=q-q¢,ou qest la qualité du contenu, produite par la fonction de sortie, et ¢’ est la
qualité de la structure, et est égal au complémentaire de la somme des valuation des
arétes supplémentaires de la configuration qui ne sont pas présente dans le graphe
image (erreur structurelle).

En pratique, on utilisera souvent une fonction de sortie telle que ¢ = 0 sauf en un
point, c’est a dire que la régle ne s’appliquera que sur un seul jeu de symboles. La qualité
de I'hypothése produite ne dépend alors plus que de l'erreur structurelle. La figure 3.6
donne un exemple d’application d'une telle régle.

3.3 Reégles élémentaires

Les régles motifs, décrites dans la section précédente, sont relativement riches, tout en
gardant une grande flexibilité. Elle sont particuliérement adaptées a une définition manuelle
des régles, par exemple par un expert. Nous proposons ici d’introduire une autre classe de
régles, plus simples et donc plus facilement manipulables automatiquement, mais peut-étre
moins adaptées a un traitement manuel.

3.3.1 Définition

Les régles élémentaires sont en fait des régles minimales, en ce sens qu’elles ne prennent
en compte qu’une seule propriété (adjacence, ordre de voisinage) a la fois, et qu’elle agissent
sur un nombre minimal de sommets dans le graphe. Ces regles ont donc une expressivité
relativement réduite, et leur utilisation de maniére isolée s’avére étre assez limitée. Elles
deviennent plus utiles utilisées en « groupes de régles », comme nous le verrons par la suite.

Pour traiter un graphe d’adjacence simple, nous utiliserons trois régles élémentaires de
base :
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— Les régles de réinterprétation, notées s; — s,, s’appliquant a tout sommet de symbole
s;, et remplacant ce symbole par le symbole sy, sans effectuer de contraction.

— Les régles de marquage, notées s; + s — sy + s', s’appliquant a tout sommet de
symbole s; possédant un voisin de symbole s’. La régle n’effectue pas de contraction,
mais remplace le symbole s; par le symbole s;.

— Les régles de contraction, notées s; +s" — sy, s’appliquant sur un sommet de symbole
s; possédant un voisin de symbole s, et contractant ces deux sommets en un sommet
de symbole sy.

D’autres régles peuvent étre ajoutées pour tenir compte des particularité de la structure
de donnée effectivement utilisée pour représenter I'image lorsqu’il ne s’agit pas d’un graphe
d’adjacence. Ainsi, dans le cas d’un graphe avec voisinage ordonné, nous pouvons ajouter
une régle sur l'ordre des voisins d’un sommet, notée s; @ (s1, s2,53) — s5 @ (1, S2, S3),
s’appliquant a un sommet de symbole s; et le transformant en le symbole s; s’il posseéde
des voisins de symboles s;, so, et s3 dans cet ordre. De méme, dans le cas d'un graphe
avec dual, il sera possible de controler la concurrence de deux ou trois arétes duales : par
exemple la reégle s; — s; — s — sy — 51 — 59 s’applique si une région de symbole s; et
adjacente & une région de symbole sy, elle méme adjacente a une région de symbole s,, et
que les duales des deux arétes représentant ces adjacences sont concurrentes. Dans ce cas,
le symbole s; est remplacé par le symbole s;.

3.3.2 Décomposition en régles élémentaires

Si comme indiqué plus haut, les régles élémentaires, employées seules, s’avérent étre
peu expressives, ['utilisation de groupes de régles permet de pallier ce probléme. Il s’agit
ici de décomposer une régle complexe, comme par exemple une régle motif telle que décrite
dans la section précédente, en un ensemble de régles élémentaires spécialisées. On procéde
alors en trois temps :

1. On essaie d’abord de marquer une partie du graphe a ’aide de régles de marquage.

2. Une partie bien définie de la zone marquée est alors contractée a l'aide de régles de
contraction.

3. Enfin, les symboles initiaux sont rétablis sur les zones marquées mais non contractées.

Nous prendrons ici comme exemple le cas d’une régle motif sans aréte facultative dans
la configuration, et dont le domaine est réduit a un singleton. Pour appliquer une telle régle,
il faut dans un premier temps trouver un appariement entre la configuration (réduite ici au
squelette) et un sous-graphe du graphe image. Pour cela, on utilise des régles de marquage
(et d’une régle de réinterprétation), qui vont donner des symboles précis a chacun des
sommets du sous-graphe correspondant.

Pour cela, on commence par marquer le sommet qui sera apparié au centre de la régle
a l’aide d'une régle de réinterprétation. Notons que cette étape permet déja de controler
le symbole présent dans ce sommet. Supposons maintenant que le squelette de la regle est
sans cycle. Il s’agit donc d’un arbre, que nous allons parcourir en profondeur. A chaque
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étape du parcours, aussi bien pendant la descente que pendant la remontée, on assigne au
sommet parcouru un symbole précis. L’algorithme de parcours se présente donc ainsi :

1. Notons n le dernier sommet marqué, et s; sa marque (ie. son symbole aprés mar-
quage).
2. Tant qu’il reste un fils non traité a n dans la configuration :
(a) Chercher un candidat n’ dans le graphe image pouvant étre apparié a ce fils.
(b) Marquer n’ avec le symbole s et appliquer récursivement le parcours sur n'.

(c) Si le parcours réussit, changer la marque de n (ie. son symbole passe de s; a
Sit+1)-
Les étapes 2a et 2b peuvent étre simplement réalisée a 1’aide d’une régle de marquage
s+ s; — §| + 8, out s est le symbole attendu pour le fils considéré, et s; est la marque de n
au moment ou I’on recherche ce fils (ie. i = k lorsque 1'on recherche le sommet a apparier au
k-iéme fils de n). Elle correspondent au premier passage (sens descendant) dans le parcours
en profondeur de I'arbre.

[’étape 2c correspond au second passage (sens ascendant) dans le parcours en profon-
deur de 'arbre. Cette étape n’a lieu que si le parcours a réussi pour le fils n’ considéré,
c’est & dire si chacun des fils de n’ a pu étre correctement traité. Or le traitement d’un fils
de n’ fait passer sa marque de s; a sj_, et n recoit la marque s} avant le traitement de son
premier fils. On en déduit que le traitement de n’ a réussi si et seulement si son symbole
est passé a s, ol p est le nombre de fils attendus pour n’. On peut donc effectuer I'étape
2c¢ a l'aide d'une regle s; + s, — 5441 + s,,, ot 4 est I'indice du fils en cours de traitement.

Notons que les régles ainsi définies ne peuvent s’appliquer qu’en cascade, en marquant
de proche en proche tous les sommets du sous-graphe apparié a la configuration de la régle
motif & partir du premier sommet. Il n’y a donc pas de risque de confusion, tant qu’un
seul sommet recoit la marque initiale, c¢’est a dire tant que la régle de réinterprétation
utilisée pour marquer ce sommet initial est de priorité plus faible que I'ensemble des autres
régles utilisées pour simuler la régle motif. Remarquons aussi que si cette construction
ne s’applique directement qu’a des régles motifs dont la configuration est un arbre, cela
peut étre étendu a n’importe quel graphe en considérant un arbre couvrant de ce graphe,
puis en marquant individuellement chacune des arétes restantes. Il faut toutefois penser
a propager 'information comme quoi chacune de ces arétes a bien été marquée jusqu’au
sommet apparié au centre.

Une fois le marquage effectué, la régle peut s’appliquer si le centre est associé & une
marque particuliére. Il suffit alors d’appliquer une série de régles de contraction, s’appli-
quant sur le centre et I’'un de ses voisins, et attribuant au nouveau sommet un symbole qui
servira d’entrée pour la contraction suivante (la derniére contraction attribue au sommet
obtenu le symbole de sortie de la régle motif).

Une fois les contractions achevées, les sommets encore marqués doivent récupérer leur
symbole d’origine. Pour cela, on utilise des régles de réinterprétation, remplacant la marque
présente dans chacun des sommets par leurs symboles originaux. Contrairement aux régles
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A gauche : graphe initial, & droite : application de la régle initiale (les cercles représentent
les symboles temporaires)

Application des régles de restauration

Fic. 3.7 — Application d’une séquence de régles élémentaires.
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précédentes qui s’exécutent en séquence, ces derniéres peuvent s’exécuter a tout moment.
Il est donc nécessaire de s’assurer que leur priorité est plus faible que celle des régles
précédentes, a l'exception de la régle de réinterprétation initiale. La figure 3.7 donne un
exemple de séquence de régles dans un cas simple.

Ces considérations sur les priorité des régles nous ont poussé a les séparer en trois
catégories :
— Les régles principales, contenant toutes les régles individuelles, et les régles de réin-
terprétation démarrant toute séquence telle que décrite dans cette section.
— Les régles de propagation, contenant les régles de marquage et les régles de contrac-
tion des séquences de régles telles que décrites dans cette section.
— Les régles de terminaison, contenant les régles de réinterprétation utilisées pour ré-
tablir les symboles des sommets encore marquées lors d’une séquence de régles.
En temps normal, seules les régles principales s’appliquent. Lorsqu’un sommet est marqué,
des régles de propagation ou de terminaison sont aussi susceptibles de s’appliquer. Les régles
de propagation sont prioritaires sur tout autre type de régles, et les régles de terminaison
le sont sur les régles principales.

Pour finir, notons que les marquages sont des symboles particuliers, au sens ou un
sommet peut étre marqué, puis reprendre par la suite son symbole initial, ce qui contredit
le principe d’abstraction. Nous distinguerons donc les symboles utilisés pour marquer les
sommets des symboles « standards ». Les symboles servant & marquer certains sommets
seront appelés symboles temporaires : il n’apparaisse dans le graphe que pendant ’exécution
d’une séquence de régles élémentaires, et disparaissent a la fin de celle-ci. En particulier,
si ces séquences de régles sont traitées de maniére atomique, ces symboles n’apparaissent
jamais dans le graphe image.

3.3.3 Récupération des erreurs

Les séquences de régles décrites plus haut ne s’appliquent correctement que si un ap-
pariement peut étre trouvé entre la configuration de la régle motif et un sous-graphe du
graphe image. Si cela n’est pas le cas, le marquage ne peut atteindre son terme, et la
séquence de régle s’interrompt avant que le sommet apparié au centre ne recoive le sym-
bole d’entrée utilisé par la premiére régle de contraction. Aucune contraction ne peut avoir
lieu, et des symboles temporaires restent présent dans le graphe, les régles de terminaison
n’étant pas définies pour traiter ces symboles absents en cas normal.

Cette situation correspond au cas ot la régle ne peut s’appliquer sur le graphe image en
utilisant ’appariement partiel choisi au moment du « blocage ». La présence de symbole
temporaire alors que plus aucune régle de propagation ou de terminaison ne peut s’appli-
quer est donc caractéristique d’un mauvais choix pour lors de 'appariement. Il est alors
nécessaire de définir un moyen d’invalider cet appariement et d’en essayer un nouveau.

Une premiére approche consiste a laisser tels quels les symboles temporaires. S’il reste
de tels symboles a la fin de la construction d’une hiérarchie de graphes, un retour en arriére
est effectué, et les régles a l'origine de ces symboles sont réévaluées de maniére a trouver



3.4. CONSTRUCTION D’'UNE PYRAMIDE SYMBOLIQUE 67

un meilleur appariement. Seuls les sommets laissés libres par les réductions suivantes de
la construction sont toutefois candidats pour cet appariement, limitant ainsi les combinai-
sons possibles. L’inconvénient de cette approche est que les symboles temporaires risquent
d’interférer avec ceux résultant de ’application de la méme séquence de régle sur une autre
région du graphe image.

Pour limiter ces risque, il est possible de définir des régles d’invalidation, transformant
les symboles temporaires restant en un symbole « invalide », ne pouvant interagir avec au-
cun autre symbole. L’apparition d'un symbole invalide permet de détecter immédiatement
I’échec d'une séquence de régle, et donc de remettre en cause 'appariement utilisé dés la
détection de cet échec.

Enfin, une derniére possibilité consiste a considérer les séquences de régles comme des
« boites noires », produisant une unique hypothése résumant 1’ensemble des opérations
effectuées par cette séquence en une unique opération. Dans ce cas, tous les appariement
sont testés, et seuls ceux n’aboutissant pas a un échec produisent des hypothéses.

Remarquons, pour clore cette section sur les régles élémentaires, que I'expressivité d’une
séquence de régles élémentaires est supérieure a celle d’une régle motif isolée, bien que nous
n’ayons ici présenté le traitement que dans le cas d’une régle motif. Il est en particulier
possible de définir des séquences de régles élémentaires capables de travailler sur des sous-
graphes de taille quelconque, 1a ol la configuration d’une régle motif est de taille fixée.

3.4 Construction d’une pyramide symbolique

3.4.1 Présentation

Nous allons maintenant proposer un procédé général pour construire une hiérarchie de
graphes & partir d’un graphe initial, et en utilisant des régles définies comme précédemment.
Cette construction se fait itérativement, niveau aprés niveau, et nous nous intéresserons
donc au processus permettant de construire le niveau n + 1 & partir du niveau n. Chaque
graphe étant de plus faible résolution que le précédent, la structure obtenue est pyramidale.
Ce genre de structure a largement été développé et étudié dans la littérature [60, 5, 52.
Notons en particulier les pyramides stochastiques définies par Peter Meer [50] dans laquelle
la structure hiérarchique n’est pas connues a priori, mais construite a partir des données.
Citons enfin la thése d’Edouard Duchesnay [20], dans laquelle une pyramide est construite
a 'aide d’agents autonomes a partir de déductions purement locales.

Le processus que nous proposons ici se décompose en trois phases : une phase d’explo-
ration, au cours de laquelle des hypothéses sont produites, puis une phase de sélection, ou
les hypothéses qui seront réellement utilisées sont choisies, et enfin une phase d’application,
qui consiste en ’application des hypothéses retenues de facon a produire le niveau suivant
de la pyramide. Nous allons maintenant étudier plus en détail chacune de ces phases :
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F1G. 3.8 — Phase d’exploration : ici les reégles produisent 3 hypothéses pour le nceud consi-
déré. Les fléches associées a chaque hypothése indiquent les nceuds qui ont été «examinés»
pour la produire

3.4.2 Exploration

Pendant cette phase, on produit toutes les hypotheéses possibles. Pour cela, pour chaque
sommet du graphe, on cherche les régles pouvant s’appliquer sur ce dernier. L’ensemble des
applications possibles est étudié, de sorte que si, par exemple, on utilise les régles motifs
définies plus haut, on cherche tous les sous-graphes isomorphes au squelette de la régle et
tels que le sommet sur lequel la regle est appliquée correspond au centre de ce dernier.

Dans chacun des cas ou la régle s’applique, I’hypothése produite par cette derniére
est ajoutée a la liste des hypothéses de réduction possibles pour le sommet en cours de
traitement.

On produit donc ainsi une liste de toutes les hypothéses possibles pour chacun des
sommets du graphe (bien entendu, chaque sommet peut posséder plusieurs hypothéses,
comme sur la figure 3.8).

3.4.3 Sélection

Une fois les hypothéses produites a la phase précédente, il faut ensuite choisir celles
que 'on va garder. En effet, certaines hypothéses étant incompatibles entre elles, il ne
sera pas possible de toutes les conserver, et il va donc falloir trouver un jeu d’hypothéses
compatibles deux a deux le plus «satisfaisant» possible. Voyons quand deux hypothéses
sont incompatibles, et comment mesurer si un jeu d’hypothéses est satisfaisant.

Tout d’abord, deux hypothéses seront considérées incompatibles si les contractions
qu’elles impliquent ne peuvent étre faites simultanément. C’est le cas si et seulement si
leurs noyaux de contraction s’intersectent. On notera que deux hypothéses d’'un méme
sommet sont toujours incompatibles.

Pour mesurer si un jeu d’hypothéses est satisfaisant, nous nous baserons sur la qualité
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des hypothéses conservées : la qualité d’un jeu d’hypotheéses est simplement définie comme
la somme des qualités des hypothéses conservées. Notre objectif est alors de trouver un jeu
d’hypothéses compatibles de qualité maximale. Cependant, il s’agit 1a d’un probléme NP-
complet, aussi nous nous contenterons, au moins dans un premier temps, de ’algorithme
glouton suivant :

1. Sélectionner I’hypotheése de priorité maximale.
2. Eliminer toutes les hypothéses incompatibles avec cette derniére.
3. Répéter a partir de 1, tant qu’il reste des hypothéses.

Avec cette heuristique, nous supposons que la sélection d’'une hypothése de qualité
élevée ne nous contraindra pas par la suite a éliminer des hypothéses de qualité élevée au
profit d’hypothéses de qualité moindre. En pratique, ce n’est bien entendu pas toujours le
cas, aussi l’algorithme ne nous donne qu'un jeu d’hypothéses de bonne qualité, au lieu du
jeu de qualité maximale que I'on recherche.

Il est toutefois possible d'utiliser d’autres stratégies de sélection. En particulier, nous
utiliserons aussi la stratégie consistant a ne choisir qu'une seule hypothése a la fois, lors de
la construction des arbres de réduction dans la partie suivante.

3.4.4 Application

Une fois une liste d’hypothéses compatibles produites, on peut effectuer les contrac-
tions définies par les noyaux de contraction donnés par chaque hypothése retenue. On
attribue alors aux sommets ainsi obtenus les symboles de sortie donnés par les hypothéses
de réduction correspondantes.

Un tel processus permet ainsi de produire un graphe de plus faible résolution ou plus
abstrait que le graphe initial, et ce graphe constituera le niveau suivant de la pyramide.
On créé ensuite la structure hiérarchique entre les niveaux en reliant chaque sommet du
nouveau graphe aux sommets du graphe initial dont il est issu (son équivalent dans le graphe
initial 8’1l n’y a pas eu de contraction, ou les sommets contractés dans le cas contraire).

Pour construire la pyramide compléte, on part du niveau 0 (la base, que 'on suppose
construite a partir de 'image), et on construit itérativement chaque niveau comme décrit
plus haut, le processus prenant fin lorsque plus aucune hypothése de réduction n’est générée
(ce qui arrive nécessairement, étant donné le gain d’abstraction a chaque itération).

3.5 Exemple de construction

3.5.1 Présentation de '’exemple

Dans cette partie, nous allons illustrer le processus de réduction en étudiant un exemple
simple. Nous avons choisi ici de présenter la reconnaissance de polygones pleins constitués
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FiG. 3.9 — Les symboles de bas niveau : chaque sommet se voit affecter le symbole corres-
pondant au voisinage 3 x 3 du pixel qu’il représente. Si le voisinage d’un pixel n’entre dans
aucune des catégories, on lui attribue I'un des deux derniers symboles (représentant une
zone blanche ou noire non identifiée) en fonction de la couleur du pixel.

uniquement de cotés horizontaux et verticaux. Nous supposerons de plus que les polygones
traités ont tous une épaisseur d’au moins deux pixels.

Si ce genre de probléme ne pose aucun probléme avec des méthodes classiques, cela va
toutefois nous permettre de voir comment fonctionne notre méthode, ainsi qu’en dégager
certaines limitations.

3.5.2 Les symboles utilisés

Pour traiter notre probléme, nous utiliserons des symboles répartis en quatre niveaux

d’abstraction, représentant diverses notions :

— Les symboles de bas niveau servent a représenter la position d’un pixel (en fait d’un
ensemble de pixels) : sur I'un des sommets d’'un polygone, sur I'un des cotés, a
I'intérieur d’une zone remplie (pixels noirs n’appartenant pas aux deux premiéres
catégories) ou a 'extérieur (pixel blanc). Ils sont décrits sur la figure 3.9.

— Les symboles décrivant des lignes polygonales, caractérisés par les deux angles aux
extrémités.

— Les symboles représentant des polygones particuliers (quadrilatére, pentagone, etc). . .

— Le symbole représentant un polygone quelconque.

Les symboles représentant des angles sont valués par leur coordonnées, et ceux représentant
des lignes polygonales sont valués par les coordonnées des deux angles extrémes et le nombre
d’angles contenus dans la ligne.

3.5.3 Les régles utilisées

Nous utilisons ici des régles motifs. Plutot que d’en donner une définition formelle (en
donnant leurs configurations, noyaux de contraction, domaines et symboles de sortie), nous
nous contenterons ici d’une définition intuitive. Voici donc ces régles, données par ordre de
priorité décroissante :

— Un angle ou une ligne polygonale peut fusionner avec un ou deux coté adjacent(s) a

cet angle ou ligne polygonale.
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— Un élément d'un coté d’un polygone peut fusionner avec un autre.

— Un angle peut fusionner avec un autre pour donner une ligne polygonale.

— Une ligne polygonale peut fusionner avec un angle qui «referme» la ligne et une zone
noire non identifiée pour donner un polygone (particulier ou pas, selon le nombre
d’angles).

— Une ligne polygonale peut fusionner avec un angle qui ne referme pas la ligne pour
donner une ligne polygonale.

— Les deux régles précédentes, en remplagant 1’angle par une autre ligne polygonale.

— Un polygone particulier peut étre transformé en polygone «général».

— Un élément non identifié (noir ou blanc) fusionne avec un autre élément non identifié
du méme type.

Ces régles sont de trois types : absorption de sommets voisins sans changement de sym-
bole (construction des zones uniformes, des cotés des polygones, et agrandissement des
lignes polygonales), fusion d’angles pour former des polygones ou des lignes polygonales,
et transformation d’un polygone particulier en un polygone général (gain d’abstraction
sans contraction du graphe).

3.5.4 Exemple de construction

Nous présentons ici un exemple de construction dans le cas ou ’on part d’'une image
5 X 5, composée uniquement d’un carré rempli 3 x 3 centré dans I'image.

Le premier niveau de la pyramide est le suivant :

Les régles pouvant s’appliquer sont celles entrainant la fusion de zones blanches «non-
identifiées», ainsi que celles entrainant la fusion d’un angle avec des lignes horizontales
et/ou verticales (ces derniéres étant prioritaires). Parmi les hypothéses produites par ces
régles, on sélectionne un sous-ensemble d’hypothéses compatibles entre elles.

Voici présentés les noyaux de contraction (& gauche), et le résultat de la contraction (a
droite).
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Les régles pouvant maintenant s’appliquer sont celles entrainant la fusion de zones
blanches non-identifiées, ainsi que celles, prioritaires, permettant la fusion de deux angles
en une ligne polygonale. Une sélection possible des meilleurs hypothéses donnerait les
noyaux de contraction (a gauche) et le résultat (a droite) suivant :

— -

N 1

Le nouveau symbole qui apparait ici, représenté par une ligne polygonale dans un carré, est
le symbole «ligne polygonale» (présent au deuxiéme niveau de la base de connaissances).
Ces symboles gardent en mémoire (& I’aide d’un attribut) le nombre d’angles fusionnés (ici
2 pour les deux lignes polygonales).

Les régles s’appliquant alors sont celles entrainant la fusion de zones blanches, ainsi que
celle, prioritaires, entrainant la fusion des deux lignes polygonales et de la zone noire en
un quadrilatére (polygone particulier, avec exactement 4 angles issus de la fusion). Aprés
sélection des meilleures hypothéses, on peut obtenir le noyau de contraction et le résultat
suivant :
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Le nouveau symbole est le symbole «quadrilatére» qui fait partie des symboles du troisiéme
niveau de la base de connaissances, et qui représente un polygone particulier.

Enfin, les régles s’appliquant alors sont celle fusionnant les deux zones blanches res-
tantes, et celle transformant le quadrilatére en un polygone général, sans contracter au-
cune aréte. Le graphe final obtenu sera alors composé de deux nceuds adjacents, I'un avec
le symbole «zone blanche» représentant le fond, et 'autre avec le symbole «polygone»
représentant le carré présent dans I'image.

3.5.5 Conclusions

Cet exemple nous montre tout d’abord la complexité du processus, aussi bien en mé-
moire requise pour stoquer I’ensemble des hypothéses associées a chaque sommet que la
quantité de calculs nécessaires pour déterminer ces listes d’hypothéses, et ce malgré le
nombre tres limité de régles dans ce cas relativement simple. Il est bien entendu possible
d’effectuer une présélection durant la phase d’exploration pour ne produire que les hypo-
theése dont la priorité dépasse un certain seuil. Cependant, ce seuil ne peut pas étre placé
trop bas, car certaines régions peuvent ne produire que des hypothéses de faible priorité,
mais dont I'une d’entre elles doit étre sélectionnée. L’utilisation d’un seuil dynamique qui
varierait selon les régions pourrait cependant étre une solution a ce probléme.

On notera par ailleurs que malgré la simplicité de I’exemple, les symboles ainsi que les
régles utilisés sont tout de méme relativement nombreux, et on devine aisément que pour
des problémes plus complexes, leur définition peut vite s’avérer délicate. Automatiser la
définition de certains paramétres a I'aide d’un processus d’apprentissage est donc nécessaire
pour simplifier cette définition. Cela fera ’objet du prochain chapitre.
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Chapitre 4

Les chaines de réduction

Dans cette partie, nous aurons pour objectif de mieux comprendre le déroulement du
processus de construction d’une pyramide en lui méme afin, entre autres, de pouvoir mettre
au point un processus d’apprentissage adapté, et d’analyser ce dernier dans les meilleures
conditions possibles.

Pour cela, nous nous intéresserons tout particuliérement a la séquence des différentes
réductions qui se produisent lors de la construction d’une pyramide. Cela nous conduira
dans un premier temps a définir la notion de chaines de réduction. Puis nous essaierons
de caractériser ’espace de toutes les chaines de réduction pouvant s’appliquer a un graphe
donné.

4.1 Chaines de réduction

4.1.1 Définition — Des pyramides aux chaines de réduction

Soient (G, ..., G, les niveaux d’une pyramide, construite a l'aide du processus décrit
dans le chapitre précédent. Pour tout ¢ > 0, notons hi, ..., h;(i) les hypothéses conservées
par le processus de sélection lors de la construction du niveau i. Par construction, pour
tout ¢ > 0 les hypothéses h; (7 € [1,n(7)]) sont compatibles, c’est a dire qu’il est possible
de les appliquer indépendamment 1’'une de ’autre, simultanément ou séquentiellement dans
n’importe quel ordre.

Dans cette partie, nous supposerons que toutes les hypothéses sont appliquées en sé-
quence, de sorte qu'’il soit possible d’analyser ladite séquence, par exemple pour en déduire
les modifications & apporter aux régles pour les rendre plus pertinentes. Ainsi, les hypo-
theses {R!, ..., h;(i)} permettant de construire le niveau ¢ a partir du niveau ¢ — 1 de la
pyramide seront ordonnées en une séquence d’hypothéses R; = Rt ..., h;(z‘y par exemple
en les classant par qualité décroissante. Une telle séquence sera appelée chaine de réduc-
tion du graphe G;_y en le graphe G;, ou encore chaine de réduction du niveau i — 1 de la
pyramide. Plus précisément :

I6)
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Définition 47 Soit [ = (G, 0) une image représentée par un graphe. Soit h une hypothése
de réduction sur I. On note alors h(I) l'image obtenue en appliquant I’hypothése h sur
limage I. De plus, nous identifierons l'image I au graphe G qui la représente (en supposant
les sommets du graphe valués, de sorte que la fonction o est « contenue » dans le graphe
lui-méme), et nous noterons donc h(G) le graphe obtenu par application de h sur le graphe

G.

Définition 48 (Chaine de réduction) Soient G un graphe, et H = hy, ..., h, une suite
finie d’hypotheses de réduction telles que pour tout i € [1,n], h; soit une hypothése de
réduction sur h;_y o ---ohy(G). On dit alors que H est une chaine de réduction du graphe
G en le graphe h, o --- 0 hi(G).

Par construction, la séquence R; définie plus haut est donc bien une chaine de réduction
du graphe GG;_; en le graphe G;. De plus, il est clair que toute permutation de R; est encore
une chaine de réduction du graphe G;_; en le graphe G;. On notera cependant que cette
propriété n’est pas vraie pour toute chaine de réduction, mais uniquement pour celles
composées d’hypothéses compatibles deux a deux.

Définition 49 (Concaténation) Soient G, G' et G" trois graphes, H,; une chaine de
réduction de G en G', et Hy une chaine de réduction de G' en G”. Notons H la séquence
obtenue en concaténant les séquences Hy et Hy. Alors H est une chaine de réduction de G
en G", et nous dirons que H est la concaténation des chaines de réduction Hy et Ho.

Soient maintenant i < j € [1,n — 1] deux entiers. Notons R/ la concaténation des
chaines R;, R;i1, ..., R;. Il sagit d’une chaine de réduction du graphe G;_; en le graphe
G;. En particulier, dans le cas ot ¢ vaut 1, la chaine R{ permet de construire le niveau
j de la pyramide a partir de sa base. Enfin, si de plus j vaut n, on obtient la chaine
R = R} permettant de construire le sommet de la pyramide a partir de cette base. Cette
chaine sera appelée chaine de réduction de la pyramide. Notons que contrairement aux
chaines de réduction aux différents niveaux de la pyramide, une permutation des hypothéses
contenues dans la chaine de réduction d’une pyramide n’est pas nécessairement une chaine
de réduction.

On notera que les chaines de réductions ainsi définies contiennent toutes les informations
nécessaires a la construction de la pyramide. Il s’agit donc d’une autre possibilité pour
représenter cette derniére. La figure 4.1 illustre le lien entre les pyramides et les chaines de
réduction correspondantes.

4.1.2 Des chaines de réduction aux pyramides

Nous venons de voir comment définir et construire une chaine de réduction a partir d’'une
pyramide. Nous allons maintenant traiter le probléme inverse, c’est a dire étant donnée une
chaine de réduction R d’un graphe G, construire une pyramide admettant G comme base,
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F1G. 4.1 — Des pyramides aux chaines de réduction.

et telle que R soit une chaine de réduction de cette pyramide. Nous souhaiterons de plus
que la pyramide obtenue puisse étre construite a partir du processus de réduction décrit
dans le chapitre précédent, ce qui va nous imposer quelques conditions sur les chaines de
réductions utilisées.

Chaines de réduction généralisées

Telle que nous l'avons définie, une chaine de réduction h;...h, est composée d’hy-
pothéses qui ne s’appliquent non pas au graphe initial Gy, mais au graphe résultant de
I’application des hypothéses qui le précédent dans la chaine. Il s’agit d’une contrainte rela-
tivement forte, nécessitant la connaissance du graphe h; o ... o hy(G) pour pouvoir définir
hi+1 (ou pour en justifier I'existence).

Si cette contrainte ne posait pas de probléme pour construire une chaine de réduction a
partir d’une pyramide, elle nous limite dans I’étude du probléme inverse : nous souhaiterions
définir les chaines de réductions comme des chaines d’hypothéses fonctionnant sur un méme
graphe, puis pouvoir dire si oui ou non ces hypothéses peuvent étre appliquées en série, en
faisant correspondre les sommets du graphe G, a ceux de GG; auxquels ils correspondent.

Le cas le plus simple se présente lorsque deux hypothéses hy et hy sur un graphe GG
sont compatibles. On peut alors en effet définir la chaine de réduction « généralisée » hiho,
car bien que hy s’applique sur G et non sur hi(G), la partie de G sur laquelle s’applique
ho n’est pas modifiée par h;, de sorte que ’on peut aisément considérer ho comme une
hypothése s’appliquant sur le graphe hy(G). Cela n’est bien entendu plus vrai si hy et hy
sont incompatibles, car une partie du graphe sur laquelle s’applique hy est modifiée par
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hy, de sorte que 'application de hy sur hy(G) n’a plus vraiment de sens. Nous allons donc
tenter de donner un sens a cette opération, puis nous verrons comment convertir une chaine
de réduction « généralisée » en une chaine de réduction « standard » et vice-versa.

Définition 50 (Champ réceptif) Soit G un graphe, et h = (v, E,s,n) une hypothése
de centre v. et de noyau de contraction E (nous ne considérerons pas ici le symbole de
sortie s et la qualité n de ’hypothése). Notons G' = h(G) le graphe obtenu en appliquant h
au graphe G et ¢ linjection qui associe & tout sommet de G' son équivalent dans G. Pour
tout sommet v de G', on appelle champ réceptif de v :

— Le sommet p(v), siv# o H(v,),

— L’ensemble des sommets adjacents a E (c’est a dire les sommets du sous-graphe de

G engendré par E) sinon.

On note pp(v) le champ réceptif du sommet v du graphe résultant de 'application de h sur
G dans le graphe G.

Cette notion de champ réceptif peut étre étendue par récurrence a une chaine de réduc-
tion « standard » composée d’un nombre fini quelconque d’hypothéses. Soit hq...h, une
chaine de réduction sur un graphe Gy. On note G; = h;(G;_1) le résultat de I’application
de I’hypothése h; au graphe G;_;. On définit le champ réceptif pp, ,(v) d’'un sommet v
de G; par récurrence sur ¢ de la facon suivante :

— Pour i = 0, py(v) = v pour tout sommet v de Go.

— Pour ¢ > 0, supposons phl,,.hifl(u) pour tout sommet v de G;_;. Soit v un sommet

de G;, on définit le champs réceptif de v par :

Phi..h; (U) = U phl---hi—l(u)

u€pp, (v)

Ot pp, (v) est le champ réceptif du sommet v € G; dans le graphe G;_;.

Nous avons alors le théoréme suivant, qui nous garantit que tout sommet du graphe
initial est dans un seul des champs réceptifs des sommets du graphe transformé :

Théoréme 10 Soit G un graphe, et hy...h, une chaine de réduction. Alors pour tout
sommet s de G, il existe un unique sommet s de hy, o ---0 hi(G) tel que s € pp,. n, ().
On appellera ancétre de s, noté w(s) le sommet s'.

Démonstration : Par récurrence, sur le nombre d’hypothéses dans la chaine de réduction.

— Si la chaine est vide, alors 7(s) = s.

— Sinon, supposons le résultat vrai pour toute chaine de ¢ — 1 hypothéses. Considérons
alors une chaine hy...h; de i hypothéses et s un sommet de GG, et montrons que s
posséde un unique ancétre.

Par hypothése de récurrence, s posséde un unique ancétre 7'(s) dans G;_;. Par dé-
finition du champ réceptif, 7'(s) posséde un unique ancétre s’ dans G; (en effet, si
7'(s) est dans le noyau de contraction, il admet pour ancétre le centre de ’hypothése,
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A” C” A!l D” A!l D” A,, D”

(a) (b) (c) (d)

F1G. 4.2 — Applications successives de deux hypothéses portant sur le graphe initial (en
bas). En (a), la premiére hypothése contracte A et B en A’, et la seconde contracte C
et D en C” (les deux hypothéses sont donc compatibles). En (b), la deuxiéme hypothése
contracte B et C. B ayant déja été contracté avec A par la premiére hypothése, c’est le
sommet résultant de cette contraction (I’ancétre de B) qui est contracté avec C'. On notera
qu’on obtient le méme résultat si la deuxiéme hypothése contracte 1’ensemble des trois
sommets A, B et C (cas (c¢)). Enfin, lorsque la deuxiéme hypothése ne contracte que des
sommets déja contractés par ’hypothése précédente (cas (d)), elle n’a pour seul effet que
de mettre a jour le symbole du sommet résultant.

sinon il est lui méme son propre ancétre, et ces deux situations étant incompatibles,
on a bien unicité).
Or, par construction, le champ réceptif de s’ contient celui de 7'(s), qui lui méme
contient s. On en déduit donc que s’ est un ancétre de s. Supposons maintenant qu’il
existe un autre ancétre s” de s. Notons p = pp,(s”) le champ réceptif de s” dans G;_;.
Comme le champ réceptif de s” dans G doit contenir s, I'un des éléments de p doit
avoir un champ réceptif contenant s, ¢’est a dire qu’il doit étre un ancétre de s dans
G;_1, ce qui implique (par hypothése de récurrence) qu’il est égal a 7'(s). Mais si
7'(s) est dans p, cela signifie aussi que s” est un ancétre de 7'(s) dans G;. Ce dernier
étant unique, on a bien s” = s/, d’ou 'unicité de 'ancétre.
On pourra de plus remarquer a travers cette démonstration que la relation d’ancétre définit
en fait une forét dont les nceuds sont les ancétres des sommets du graphe G dans les
différents graphes Go a Gy, et telle que deux noeuds sont connectés si et seulement s’ils
appartiennent a deux niveaux consécutifs et qu’ils sont ancétres d’un méme sommet du
graphe initial.

Nous pouvons maintenant donner un sens a I’application successive de deux hypothéses
hi et hy d’un graphe G, éventuellement incompatibles entre elles. Notons G, le graphe
obtenu aprés application de h; sur G, et E le noyau de contraction de I’hypothése hs, et
v. son centre. On définit alors £’ comme étant I’ensemble des arétes (m(nq), m(n2)) de Gy,
pour tout (ny,mn2) € E tel que m(ny) # m(ng), et I'on pose v. = 7(v.). Alors I'hypothése
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hYy = (v., E',s,n) (ou s et n sont les symbole de sortie et priorité de hy) est une hypothése
sur (G;. Nous pouvons donc définir 'application de la chaine généralisée hiho au graphe
G comme 'application de la chaine hihj. La figure 4.2 illustre I’application successive de
deux régles dans différents cas.

La encore, cette construction s’étend a des chaines de tailles quelconques. En effet,
si G est un graphe et hy...h, est une chaine d’hypotheéses de réduction sur GG, on peut
construire pour tout ¢ € [1,n] une hypothése de réduction h; s’appliquant au graphe
Gi—1 = hi_y o--- 0 hi(G), en utilisant la méme construction que précédemment, mais
en considérant les ancétres au niveau ¢ — 1 au lieu de les considérer ceux au niveau 1.
On remarquera que cette construction s’approche de celle définie par Walter Kropatsch
dans [44].

On notera donc que toute chaine d’hypothéses sur un graphe G est donc une chaine de
réduction généralisée sur ce graphe, et la construction précédente nous donne la chaine de
réduction « standard » équivalente.

Par la suite, nous travaillerons exclusivement sur des chaines de réduction généralisées
(que nous appellerons simplement chaines de réduction par abus de langage). Il sera donc
utile de pouvoir transformer une chaine de réduction standard en une chaine généralisée
afin de pouvoir éventuellement appliquer les résultats suivants sur des chaines standards.

Une premiére approche pour cela consiste a choisir un représentant pour chaque sommet,
du noyau de contraction dans son champs réceptif. Ainsi, si hy...h, est une chaine de
réduction standard, et si l'on pose h; = (v, E;, s;,n;), on construit 'hypothése hl =
(vl;, Bl si,m;) ol v, est un sommet quelconque du champ réceptif de v,.; dans G, et ou
pour toute aréte (ni,ng) de E;, on introduise 'aréte (n),nj) dans E’, ou n} et n, sont
deux sommets pris dans les champs réceptifs de n; et ny et tels que l'aréte (ny,ns) soit
présente dans G. Notons qu'il existe bien de tels n| et n) : en effet, une récurrence simple
nous montre que si ny et ny sont connectés, leurs champs réceptifs dans chacun des graphes

précédents le sont, donc en particulier leurs champs réceptifs dans le graphe initial.

On démontre aisément que cette construction produit bien une chaine de réduction gé-
néralisée dont la transformation avec la construction précédente est bien égale a la chaine
initiale. Cependant, les « hypothéses » ainsi produites ne sont pas vraiment des hypo-
theéses au sens strict, car leur noyau de contraction n’est pas nécessairement connexe. Cette
construction reste toutefois utile, par exemple pour représenter en machine une chaine de
réduction. Il est d’ailleurs possible d’utiliser une telle représentation minimale en interne
pour représenter toute chaine de réduction généralisée, par exemple en appliquant successi-
vement les deux processus précédents (méme si une approche directe est bien évidemment
possible et plus efficace).

Une autre approche, si 'on souhaite garder des hypothéses au sens strict du terme
(c’est & dire avec noyau de contraction connexe), consiste a définir les b} = (v.,, Ef, s;,n;)
de la fagon suivante : v/, est toujours un sommet quelconque du champ réceptif de v,; dans
G, et E' est un arbre couvrant du sous graphe de GG induit par les sommets appartenant
aux champs réceptifs des sommets de E, et admettant v, comme racine. En pratique,

pour limiter la taille de E’, on pourra choisir un arbre couvrant minimal. De plus la
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contrainte comme quoi cet arbre doit recouvrir tous les sommets des champs réceptifs peut
étre allégée en ne demandant & ce que cet arbre recouvre au moins un sommet de chacun
des champs réceptifs. La encore, on peut aisément vérifier que les chaines de réduction
généralisées produites par ces constructions correspondent bien a la chaine de réduction
standard initiale.

Pyramide minimale associée & une chaine de réduction

Sauf précision du contraire, nous supposerons a partir de maintenant que nous uti-
lisons des chaines de réduction généralisées, c’est a dire constituées d’hypothéses sur le
graphe initial. En fait, nous considérerons les hypothéses comme des hypothéses portant
sur n’importe quel graphe précédant celui sur lequel elles s’appliquent effectivement, en
les assimilant a leurs transformées obtenues par les constructions décrites plus haut. Notre
objectif ici est, étant donnée une chaine de réduction, de construire une pyramide corres-
pondant a cette derniére, et telle que la pyramide ainsi obtenue puisse étre construite par le
processus de construction défini dans le chapitre précédent, éventuellement en ajustant le
processus de sélection. En particulier, on demandera a ce qu’entre deux niveaux consécutifs
de la pyramide, toutes les hypothéses appliquées soient compatibles.

Commencons en nous placant dans le cas le plus général, c’est a dire que nous ne dis-
posons d’aucune information sur la facon dont ont été produite les hypothéses de la chaine
de réduction R dont nous souhaitons construire une pyramide. Notons Gy = G le graphe
initial, et G, ..., G, les graphes obtenus en appliquant successivement les hypothéses de
la chaine R. Ces graphes constituent une pyramide, appelée pyramide élémentaire de ré-
duction, qui est une premiére solution possible au probléme considéré. Une telle pyramide
peut donc étre construite pour n’importe quelle chaine de réduction, et elle posséde un
nombre de niveaux égal a la longueur de la chaine de réduction.

Méme si la pyramide élémentaire de réduction est une solution, on souhaite générale-
ment obtenir une pyramide la plus compacte possible, tout en respectant les critéres de
compatibilités entre les hypothéses. On va donc plutot chercher & ne garder qu'une par-
tie des niveaux de la pyramide élémentaire. Pour cela, une premiére approche consiste a
regrouper les hypothéses deux a deux compatibles de fagon a ce que chaque niveau corres-
ponde a l'application d’'un nombre maximal d’hypotheses. Plus précisément, si 'on note

R="hy..... h,, la chaine de réduction, et Gy, ..., G, les graphes de la pyramide élémentaire,
on construit les graphes Gy, ..., G}, de la pyramide minimale par récurrence, de la fagon
suivante :

— On pose G, = Go.

— Pour k, supposons construit G, de telle sorte qu’il existe un certain v(k) < n tel que
G}, = Gugy- On a donc Gy, = hy ... hy)(Go).
Posons alors v(k + 1) = max{i € [v(k) +1,n] : hj,4,,, .., B soient deux a deux
compatibles}, ot b7 est I'hypothése correspondant & hy, pour le graphe G, . On définit
alors G, par :

w1 = gy o) (G
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— By B (Go)
= Gy(k—‘,—l)

— La construction s’arréte lorsque I'on arrive a p tel que v(p) = n (un tel p existe, car
v est strictement croissante et majorée par p par construction).

La pyramide Gy, ..., G, ainsi construite est alors une pyramide dont chaque niveau
est obtenu en appliquant un ensemble d’hypothéses compatibles deux a deux et dont la
hauteur est minimale parmi toutes les pyramides vérifiant cette condition. En effet, soit G{,
..., G une autre pyramide dont chaque niveau est construit en appliquant un ensemble
d’hypothéses deux a deux compatibles. Notons p et v les applications telles que pour tout
i € [0,p], G} = Gy;) et pour tout i € [0,q], GY = G ;). Montrons par récurrence que pour
tout i < max(p,q), on a u(i) < v(i) :

— Pour ¢ =0, on a G = G}, = G, donc u(0) = v(0) = 0.

— Pour ¢ > 0, supposons I’hypothése de récurrence vrai en ¢ — 1.

Par construction, les hypothéses utilisées pour construire le graphe G = G/,(;) & partir
du graphe G_; = G ;—1) sont les hypothéses hyi—1)+1, ..., hyu. Par hypothése de
récurrence, on a p(i — 1) < v(i — 1), donc cette séquence d’hypothéses contient la

sous-séquence hy;_1)41, - . ., hy(), qui doit étre une séquence d’hypothéses compatibles
deux & deux. Or v(i) est par définition 'indice maximal & tel que les hypothéses de
la séquence h,(i—1)41, - -, hy soit compatibles deux a deux. On en déduit donc bien

que p(i) < (i)
Si maintenant on suppose que la pyramide (GY)o<i<, posséde moins de niveaux que la
pyramide (G})o<i<p, C'est & dire que ¢ < p, alors u(q) = n et v(¢) < n. On a donc
w(q) > v(q), ce qui est absurde, et montre bien que la pyramide (G”) posséde au moins
autant de niveaux que la pyramide (G’). Ainsi, la pyramide (G’) est une pyramide minimale
vérifiant les conditions de compatibilité des hypothéses appliquées. Elle sera simplement
appelée pyramide minimale.

On notera en particulier que les pyramides produites par le processus de construction
défini dans le chapitre précédent vérifient la condition de compatibilité des hypothéses
utilisées a chaque niveau. On en déduit que la pyramide minimale issue d’une chaine
de réduction correspondant a une pyramide construite comme dans le chapitre précédent
posséde au plus autant de niveaux que cette derniére.

Chaines issues du processus de réduction

Nous allons maintenant nous placer dans le cadre des chaines de réduction dont les
hypothéses sont produites par des régles appliquées aux sommets des graphes constituant

les différents niveaux de la pyramide. Comme précédemment, notons Gy, .. ., G, les niveaux
de la pyramide élémentaire de la chaine de réduction R = hy, ..., h,. Nous souhaitons donc
construire & partir de ces graphes une pyramide Gy, ..., G}, telle que pour tout i < p, les

hypotheses appliquées pour obtenir GG;1; a partir de G; soient compatibles deux a deux
et soient obtenues en appliquant les régles de réduction en différents sommets du graphe
G;. Autrement dit, on souhaite construire une injection croissante v: [0, p] — [0,n] telle
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que pour tout i < p, on ait hy)41, - .., hyup1) deux a deux compatibles et obtenues par
application des régles sur le graphe G,;) (les graphes G} étant alors exactement les graphes
Gy(y)- Si une telle fonction v existe, on dira de la chaine de réduction qu’elle est engendrée
par 'ensemble des régles.

Etant donnée une chaine de réduction engendrée par un ensemble de régles, nous sou-
haiterions définir un algorithme afin de construire une fonction v vérifiant les propriétés
précédentes, et telle que la pyramide obtenue ait une hauteur minimale. Un tel algorithme
peut étre mis au point en s’inspirant de l'algorithme précédent, mais en prenant en plus
en compte les régles utilisées :

— On pose G, = Gy.

— Pour k, supposons construit G, de telle sorte qu’il existe un certain v(k) < n tel que

G;C = G,j(k) On a donc G;q = hl c. hy(k) (Go)

On note alors Hy I'ensemble des hypothéses de réduction produites par les régles sur
le graphe (.. Posons maintenant v(k 4+ 1) = max{i € [v(k) +L.n] : hj ;. -
R soient deux a deux compatibles, et hﬁj(k)ﬂ, ..., € Hy}, ot hy est I'hypothese
correspondant & h, pour le graphe G,,. On définit alors G| par :

w1 = Pt hogen (GY)
- hl N h,/(k+1) (Go)
= Gyt

— La construction s’arréte lorsque I'on arrive a p tel que v(p) = n.

Cet algorithme n’est toutefois pas toujours optimal, en ce sens que la pyramide obtenue
n’a pas nécessairement une hauteur minimale parmi toutes les pyramides vérifiant les pro-
priétés requises sur les hypothéses utilisées pour construire les différents niveaux. En effet,
en appliquant systématiquement un nombre maximal d’hypothéses, on s’interdit de s’arré-
ter sur un niveau sur lequel les régles seraient susceptibles de produire un grand nombre
d’hypothéses compatibles entre elles et qui permettraient donc d’aller plus loin au niveau
suivant. Pire, I’algorithme peut ne pas atteindre le sommet de la pyramide, par exemple si
a I'un des niveaux produits, la prochaine hypothése de la chaine de réduction ne peut étre
émise a ce dernier. On notera toutefois que si la chaine de réduction est construite a par-
tir d’'un pyramide construite comme dans le chapitre précédent en utilisant une sélection
maximale et compléte (c’est a dire telle que tout sommet soit le centre d’une hypothése ou
soit dans le noyau de contraction d’une hypothése) a chaque étape, alors cet algorithme
fonctionne et retourne la pyramide initiale.

Nous présentons maintenant un algorithme récursif qui marche dans tous les cas, pourvu
que la chaine est bien engendrée par un ensemble de régles, et qui produit systématiquement
une pyramide de taille minimale. L’astuce ici consiste a construire la pyramide a ’envers,
du sommet vers sa base. Nous construisons donc une fonction p: 0 — h, o h est la hauteur
de la pyramide, et telle que la fonction v recherchée pourra s’exprimer par v(i) = h — u(1).
Mis a part ce changement dans le sens de parcours, I’algorithme est similaire a ’algorithme
précédent :

— On pose u(0) =n (ie. G = G,).



84 CHAPITRE 4. LES CHAINES DE REDUCTION

— Pour k, supposons p(k) définie, et notons G, le graphe G ).
Pour tout ¢« < k, on note H; I’ensemble des hypothéses de réduction produites par les
régles sur le graphe G; de la pyramide élémentaire (mais vues comme des hypothéses
sur le graphe Gy). On définit alors pu(k + 1) en posant :

p(k +1) = min {0 <0< (k) i, hu sont toutes dans H,, }

et sont compatibles

Par construction de p(k + 1), nous avons p(k + 1) < u(k), aussi sommes nous donc

assurés que la suite (1(7))o<i<k+1 est strictement décroissante, tout en restant positive

ou nulle.

— La construction s’arréte lorsque I'on arrive a p tel que p(p) = 0.

La suite (u(7)) ainsi construite étant décroissante strictement et positive, cet algorithme
s’achéve bien en un temps fini, soit lorsque 0 est atteint, soit si le min que I'on a a déterminer
pour l'un des p(i) n’est pas défini. Nous allons maintenant montrer que si la chaine est
bien engendrée par les régles, alors ce dernier cas ne se présente jamais, c’est a dire que la
construction s’arréte nécessairement sur un p tel que u(p) = 0, et que de plus ce p (qui est
la hauteur de la pyramide) est minimal parmi toutes les pyramides vérifiant les propriétés
requises.

Supposons donc la chaine engendrée par les régles. Par définition, cela implique 'exis-
tence d’une pyramide vérifiant les propriétés requises. Notons p/(k) I'indice du k-éme niveau
en partant du sommet de cette pyramide dans la pyramide élémentaire, c’est a dire que ['on
note Gy, --., Gy (o) les niveaux de cette pyramide (en particulier, ;/(0) = n, p/(h') =0
et I/ est la hauteur de la pyramide).

Supposons maintenant par I’absurde que p n’atteigne pas 0. Notons p ’entier ¢ maxi-
mum pour lequel () est défini (un tel p existe car u(7) est au moins défini en 0, et ne I’est
que sur un nombre fini de valeurs). Comme p n’atteint pas 0, on a p(p) > 0. Or 4/ atteint
0, donc il existe des entiers i tels que /(i) < u(p) (et ces derniers sont en nombre fini).
Notons p’ le minimum de ces entiers, qui est nécessairement non nul, car '(0) = u(0) = n.
On a donc 4/ (p') < p(p) < (' —1). Or Gugr—1) = hwp—1)© - 0 hwey+1(Gu@)). Or
la pyramide définie par ' vérifie les propriétés requises, donc les hypothéses h ()41 a
hyr -1y sont compatibles entre elles et sont générées par les regles sur le graphe G ).
Cela est donc en particulier vrai pour les régles )41 & hyp), ce qui implique que i/ (p’)
fait partie de I’ensemble dont on doit évaluer le minimum pour calculer pu(p + 1). Cet en-
semble étant non vide, le minimum existe et u(p + 1) est défini, ce qui contredit le choix
de p. On en déduit donc que notre algorithme se termine bien sur un A tel que p(h) = 0.

La preuve que la hauteur est minimale est similaire. Supposons par ’absurde que la
hauteur A’ de la pyramide définie par p est strictement inférieure a la hauteur h de celle
définie par le u que nous avons construit. Cela signifie que p(h') est définie et que pu(h') >
0 = 1/(1'). Notons alors p le minimum des ¢ vérifiant p(i) > p/(7). On a donc 0 < p < (B),
car 1(0) = 1/(0) = n, et par définition du minimum, p(p) > p'(p) et u(p —1) < p/(p —1).
Le graphe G, ,—1) étant obtenu en appliquant les hypotheses /)41 & hyp—1) sur le
graphe G (,), on en déduit que ces derniéres sont compatibles et sont émises par les régles
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a partir du graphe G (,. C’est donc aussi le cas pour les hypotheéses h )11 a hyp—1),
ce qui implique que /(p) fait partie de I’ensemble dont on doit évaluer le minimum pour
déterminer u(p), et donc que p(p) < 1/(p), ce qui contredit I’hypothése p(p) > p/(p). Ainsi,
la pyramide définie par p posséde bien une hauteur minimale.

Ainsi, quelle que soit la méthode utilisée pour sélectionner les hypothéses a appliquer
dans le processus de construction d’une pyramide, il est possible, étant donnée une chaine
de réduction de cette pyramide de redéfinir une pyramide respectant les régles, c’est a
dire telle que chaque niveau puisse effectivement étre produit en n’appliquant que des
hypothéses compatibles émises au niveau précédent. De plus, cette nouvelle pyramide est
au plus aussi grande que la pyramide initiale. Notons enfin que contrairement au premier
algorithme proposé, ce dernier nécessite d’évaluer les hypothéses générées a chaque niveau
de la pyramide élémentaire, et pas seulement aux niveaux effectivement retenus dans la
pyramide construite.

Autrement dit, de méme qu’il est possible de définir une chaine de réduction a partir
d’une pyramide, la réciproque est vraie, et la pyramide ainsi obtenue vérifie les propriétés
de base des pyramides construites dans le chapitre précédent. Notre objectif sera donc,
aprés avoir déterminé une « bonne » chaine de réduction, de voir comment influer sur le
processus de sélection, et éventuellement sur le choix des régles, afin d’obtenir la pyramide
correspondante.

4.1.3 Constructions directes

Avant de nous intéresser a I’étude de I'espace des chaines de réduction, nous terminerons
cette étude de la notion de chaine de réduction en distinguant deux catégories particuliéres
de chaines de réduction, en proposant un algorithme de construction pour chacune d’elle.
La premieére catégorie correspondra aux pyramides classiques, alors que la seconde en sera
une extension.

Chaines correspondant aux pyramides classiques

Une premiére catégorie de chaines de réduction particuliérement intéressantes a étudier
est celles correspondant exactement aux pyramides produites dans le chapitre précédent.
En effet, pour un graphe donné, ’ensemble des chaines de réductions de cette catégorie cor-
respond a I’ensemble des paramétrages possibles des régles, et la recherche des meilleures
chaines correspond donc & la recherche des meilleurs paramétrages. Dans ce cas, ['algo-
rithme de sélection en lui méme reste donc fixé, et seuls ses paramétres sont a déterminer.

La construction de telles chaines de réduction ne pose pas de probléme en soi. Il s’agit
simplement de construire une pyramide, puis d’en extraire une chaine de réduction en
utilisant la méthode décrite au début de ce chapitre. Ces deux étapes peuvent étre faites
simultanément, par exemple en utilisant I’algorithme suivant :

1. Notons G le graphe initial
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2. Posons R =)

3. Tant que 'exploration de GG produit des hypothéses,
(a) Posons H =10

Notons h ’hypothése de poids le plus fort

Faire H<— H-het R— R-h

)
)
d) Supprimer toutes les hypothéses incompatibles avec h
) Reprendre en 3b tant qu’il reste des hypothéses

)

Faire G «— H(G)
4. On obtient alors la chaine de réduction dans R

On remarquera en particulier qu’en modifiant les poids des régles, la phase de sélection,
ici ’étape 3b, ne choisira pas nécessairement les mémes hypothéses, ce qui conduira a la
génération d’'une chaine de réduction différente.

Extension : chaines uniformes

Si les chaines décrites plus haut correspondent exactement au processus de réduction
classique, et sont donc les plus appropriées pour étudier le paramétrage de ce dernier, elles
présentent I'inconvénient de manquer de « régularité ». En effet, les différentes hypothéses
qui les constituent ne présentent pas les mémes caractéristiques : certaines sont émises
juste aprés une phase d’exploration, et s’appliquent donc directement sur les graphes pour
lesquels elles ont été générées, alors que d’autres sont émises tardivement, apres plusieurs
étapes de sélection, et s’appliquent donc sur des graphes qui ne sont plus ceux pour les-
quels elles ont été émises. Lors de 1’étude de ces chaines, nous verrons que ces différences
introduisent un manque d’uniformité dans la facon dont I’espace des chaines est défini.

Ce manque d’uniformité est en fait di au fait que la construction des chaines se fait en
s'inspirant directement du processus de réduction, qui aprés chaque exploration sélectionne
plusieurs hypothéses. Nous proposons donc de construire une autre catégorie de chaines,
dites uniformes, de la méme facon, mais en ne sélectionnant qu’une seule hypothése a la
fois, de sorte que chaque hypothése soit bien issue d’une exploration sur le graphe sur lequel
elle s’applique :

1. Notons G le graphe initial

2. Posons R =)

3. Tant que 'exploration de G produit un ensemble d’hypothése non vide :
(a) Notons h 'hypothése émise de poids le plus élevé
(b) Effectuons alors R < R-h et G «— h(Q)

4. On obtient alors la chaine de réduction dans R
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On notera ici qu’a ’étape 3, il est nécessaire de relancer le processus d’exploration avant
de sélectionner chacune des hypothéses, c’est a dire que I’exploration sera effectuée au-
tant de fois qu’il y a de niveaux dans la pyramide élémentaire de réduction associée a la
chaine construite. Ce processus étant relativement cotiteux, une variante consiste & ne pas
effectuer I'exploration sur I’ensemble du graphe, mais uniquement sur la partie du graphe
modifiée par ’application de la derniére hypothése sélectionnée, et de conserver I’ensemble
des hypothéses de 1’étape précédente qui sont compatible avec cette derniére.

On notera que cette construction, dans sa version initiale, c’est a dire avec exploration
compléte a chaque étape, correspond exactement a la construction d’'une pyramide avec
la méthode classique dans laquelle on aurait remplacé le critére de sélection maximale par
un critére de sélection minimale, choisissant uniquement la meilleure hypothése a chaque
étape. La seconde version, ou seule la partie du graphe modifiée par I’application d’une
hypothése est explorée (nous parlerons alors d’exploration locale) en est seulement une
approximation. En particulier, elle peut produire une chaine qui n’est pas, dans le sens ou
nous ’avons défini plus haut, engendrée par les régles, et donc qui ne correspond a aucune
pyramide pouvant étre générée par le processus de réduction du chapitre précédent.

Ainsi peut-on se demander si les chaines ainsi produites seront réellement exploitables.
En particulier, si 'on suppose les poids correctement ajustés pour obtenir la meilleure
chaine de réduction, les régles ainsi définies donneront-elles encore de bons résultats lors-
qu’utilisées par le processus de réduction standard? En fait, le probléme se pose méme
dans le cas ou ’exploration est compléte, car la sélection dans le processus de construction
standard est maximale et non minimale comme c’est le cas dans ’algorithme précédent.

En pratique, 'utilisation d'une exploration locale ne posera généralement pas de pro-
bléme. En effet, les régles sur lesquelles nous travaillerons seront toujours des régles locales,
c’est a dire des régles ne prenant en compte qu’un voisinage de taille fixée autour du centre.
Ainsi, pour toute hypothése h produite par une régle R, la distance entre un sommet du
graphe exploré par R et le noyau de contraction est majorée par une valeur di qui ne dé-
pend que de la régle considérée. Les régles étant en nombre fini, I'ensemble {dgr : R € R}
est majoré. En notant d son maximum, il suffit alors, dans I’étape 3, de conserver les
hypothéses de I’étape précédente dont le noyau de contraction est a distance strictement
supérieure a d du noyau de contraction de ’hypothése retenue, et d’effectuer une explora-
tion locale sur I’ensemble des sommets a distance inférieure ou égale a d de ce dernier pour
obtenir exactement le méme résultat que dans le cas d’une exploration globale.

Mais nous supposerons en fait qu'un bon paramétrage des régles vis-a-vis d’'une des
catégories de chaines de réduction décrites ici donnera de bons résultats pour les pyramides
construites avec le processus décrit au chapitre précédent. Si cela n’est démontrable que
dans le cas des chaines correspondant aux pyramides classiques, nous admettrons que cela
reste « presque » vrai pour les chaines uniformes. En effet, méme si ce résultat n’est
pas vrai en général, paramétrer les régles revient a déterminer leurs priorités, mais cette
notion de priorité ne doit dépendre que des régles et des objectifs visés, et non de la
méthode de sélection utilisée. Les différences entre les chaines obtenues en utilisant un
méme paramétrage sont donc plutot dues aux erreurs liés aux heuristiques utilisées par les
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différents processus de sélection impliqués dans chaque construction.

Alinsi, ne chercherons nous pas absolument a optimiser le paramétrage des régles pour
les chaines de réductions correspondant aux pyramides classiques. En particulier, si les
chaines uniformes nous permettent d’obtenir une meilleure caractérisation de 'espace de
recherche, nous pourrons travailler sur ces derniéres tout en espérant obtenir un résultat
compatible avec les pyramides classiques.

4.2 Arbres de réductions

Nous allons maintenant étudier ’espace des chaines de réduction. Une description de cet
espace nous permettra ensuite, étant donné un graphe initial et un graphe final souhaité,
de proposer une modification du paramétrage des régles de facon a se rapprocher d’une
chaine optimale, c’est & dire d’une chaine qui réduit bien le graphe initial en le graphe final
souhaité.

Dans un premier temps, ’espace des chaines de réduction d’un graphe G sera décrit a
I’aide d’un arbre, appelé arbre de réductions du graphe G. Il s’agit d’un arbre dans lequel
tous les nceuds, a I'exception de la racine, sont étiquetés par une hypothése. Pour tout
nceud de arbre, on peut alors définir une unique chaine de réduction associée a ce nceud
par la chaine constituée des hypothéses des noeuds traversés en parcourant l’arbre de la
racine au noeud considéré.

Notons que le nombre d’arétes dans un graphe étant fini, il n’existe qu’un nombre fini
de noyaux de contraction possibles. De méme, le nombre de centres possibles pour une
hypothése est lui aussi fini, car les sommets du graphe le sont. On en déduit donc que
si ’ensemble des symboles est fini (en fait, du fait des contraintes d’abstraction, il suffit
que la longueur des chaines croissantes de symboles soit majorée), 'ensemble H de toutes
les hypothéses pouvant s’appliquer sur un graphe GG donné est fini. De plus, pour vérifier
les contraintes de gain d’abstraction entre deux niveaux consécutifs, une méme hypothése
ne peut apparaitre plusieurs fois dans une méme chaine de réduction. On en déduit donc
I’existence d'un arbre représentant 1’ensemble des chaines de réduction s’appliquant a un
graphe donné et satisfaisant les contraintes d’abstraction : cet arbre peut étre construit a
partir de sa racine de la maniére suivante :

— La racine posséde |H| fils, chacun étiqueté par un élément de H.

— Soit n un neceud déja construit. Notons R,, la chaine de réduction associée a n dans
l'arbre déja construit, et H,, 'ensemble de éléments h de H,, tels que h o R, (G) #
R,(G). Alors on construit |H,| fils de n, étiquetés par les éléments de H,,.

Dans le cadre de notre étude, cet arbre de réductions « complet » ne sera toutefois que d’un
intérét limité. En effet, il représente ’ensemble des chaines de réductions possibles, indé-
pendamment de toute notion de régle. Son étude pourrait cependant permettre d’élaborer
une stratégie d’apprentissage des régles avec peu d’informations & priori (ordre partiel
sur les symboles doit toutefois étre connus afin de définir 'ensemble H), ce qui pourrait
étre une extension au travail effectué dans cette thése.
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4.2.1 Différents arbres de réductions

Plutot que d’étudier les arbres de réductions complets, nous nous proposons donc d’étu-
dier des sous-arbres de ce dernier, et plus précisément ceux qui caractérisent ’ensemble
des chaines de réductions des deux catégories que nous avons présentées plus haut.

Arbres de réductions correspondant aux pyramides classiques

Ainsi, de méme qu’il est possible de définir un arbre représentant 1’ensemble des chaines
de réduction, nous pouvons, en utilisant une construction analogue, construire un arbre
représentant 1’ensemble des chaines de réduction correspondant aux pyramides classiques
pour un graphe G donné. Pour cela, nous utilisons I'algorithme suivant, directement inspiré
de P'algorithme de construction des chaines correspondant aux pyramides classiques :

1. On commence par construire la racine (qui n’est pas étiquetée).

2. Soit alors n une feuille non déja explorée de I’arbre en cours de construction, et R,
la chaine de réduction associée a n.

3. Si n posséde au moins un frére dont I’étiquette est une hypothése compatible avec
celle de n :

(a) Notons H,, I’ensemble des hypothéses qui étiquettent les fréres de n et qui sont
compatibles avec celle de n.

(b) On construit alors |H,| fils au nceud n, étiquetés par les éléments de H,,.
4. Sinon (par exemple si n est la racine) :

(a) Notons H, l'ensemble des hypothéses émises par exploration sur le graphe
R.(G).

(b) On construit alors |H,| fils au nceud n, étiquetés par les éléments de H,,.
5. On reprend en 2, tant qu’il reste une feuille n non traitée.

La figure 4.3 illustre cette construction. On remarquera en particulier la différence de
traitement selon qu'un nceud posséde des fréres dont les hypothéses sont compatibles avec
celle du nceud en question ou pas, et qui nous avait conduit & définir les chaines de réduction
uniformes dont nous verrons que les arbres de réductions associés ne présentent pas de telles
différences de traitement.

Malheureusement, méme en imposant diverses contraintes sur les régles utilisées, il
n’est en général pas possible d’éviter une croissance exponentielle du nombre de nceuds
au fur et a mesure que 1'on descend dans I’arbre. Cela était bien entendu prévisible, car
le contraire aurait impliqué que l’espace dans lequel évolue les chaines de réduction soit
de taille réduite, et que les capacités d’apprentissage de notre modéle soient limitées. Il ne
sera donc pas possible, en dehors du cadre théorique, d’utiliser directement cet arbre en
pratique. Nous travaillerons donc en fait non pas sur ’arbre entier, mais sur une partie de
ce dernier.
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Premier niveau
| Exploration |

patibles avec H

Niveau 2 possible
On reeffectue une exploration

F1G. 4.3 — Construction d’un arbre de réductions correspondant aux pyramides classiques :
chaque niveau est produit en conservant tous les fréres d’un nceud compatibles avec ce
dernier, tant qu’il y en a. Lorsque cela échoue, une nouvelle phase d’exploration est effectuée
sur ce nceud pour en déterminer ’ensemble des fils. Si cet ensemble est vide, alors le nceud
en question est une feuille de 'arbre de réductions.
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Premier niveau
Exploration

Exploration locale

Fi1a. 4.4 — Construction d’un arbre de réductions uniforme.

Arbres de réductions uniformes

De méme que pour ’arbre de réductions associés aux chaines de réductions correspon-
dant aux pyramides, il existe un arbre de réductions représentant 1’ensemble des chaines
de réduction uniformes associées a un graphe donné. Nous présentons maintenant un algo-
rithme pour construire cet arbre, pour un graphe GG donné :

1. On commence par construire la racine (qui n’est pas étiquetée).

2. Soit alors n une feuille non déja explorée de I’arbre en cours de construction, et R,
la chaine de réduction associée a n.

3. Notons H,, I'ensemble des hypothéses émises par exploration sur le graphe R, (G).

4. Le nceud n recoit alors |H,,| fils, étiquetés par les éléments de H,,.

5. On reprend en 2, tant qu’il reste une feuille n non traitée.

La figure 4.4 illustre cette construction. Comme annoncé précédemment, chaque nceud
de I’arbre est construit de la méme fagon, et la construction se révele étre plus simple, mais
plus cotiteuse en temps de calcul, du fait de I’exécution d’une phase d’exploration a chaque
nceud du graphe. Cependant, de méme que pour les chaines de réduction uniformes, il est
possible de remplacer ’exploration a 1’étape 3 par une exploration locale combinée a la
récupération des hypothéses des fréres du nceud considéré.

Tout comme dans le cas précédent, la taille de I’arbre obtenu fait qu’il n’est pas possible,
en pratique, de représenter complétement cet arbre en mémoire. Il va donc falloir construire
une partie de ’arbre de réductions de taille raisonnable, ce que nous nous proposons de
faire a présent.

4.2.2 Arbres partiels

Les arbres partiels que nous cherchons a construire seront utilisés pour apprendre le bon
paramétrage des régles. Le choix des parties de ’arbre a développer doit donc étre effectué
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par rapport aux demandes du processus d’apprentissage. Ce dernier sera explicité dans la
section suivante, mais nous noterons dés a présent qu’il s’agit d’un processus incrémental de
recherche d’'un maximum local. Pour un bon fonctionnement, il nous faut donc construire la
branche correspondant au meilleur candidat actuel, ainsi qu’un certain nombre de branches
« voisines » que nous explorerons pour faire évoluer le systéme.

Nous proposons donc un algorithme qui développe une branche de l'arbre (celle cor-
respondant au meilleur candidat actuel), tout en développant d’autres branches autour de
cette derniére. Ces derniéres sont essentiellement les meilleures branches restantes, mais
un facteur aléatoire est introduit. Cet algorithme est paramétré par deux valeurs : l'arité
maximale M d’un nceud du graphe construit, et le nombre maximal B de branches dé-
veloppées. Il s’agit d’une variante des constructions décrites précédemment : il est donc
possible de définir un algorithme partiel pour les deux types d’arbres présentés plus haut,
mais nous nous contenterons ici d’en présenter la version dans le cas des arbres uniformes.

1. On commence par construire la racine 7, et on lui associe une erreur e(r) nulle.

2. Soit alors n une feuille de profondeur minimale non déja traitée de ’arbre en cours
de construction, et R, la chaine de réduction associée a n.

3. Notons H,, I'ensemble des hypothéses émises par exploration sur le graphe R, (G).

4. Pour chaque hypothése h de H,, on note e(h) = wpq — w(h) Perreur associée a h,
ot w(h) est le poids de h et w,,q, est le poids maximal de toutes les hypothéses dans
H,.

5. Trier les hypothéses de H,, par erreurs croissantes.

6. Si e(n) = 0, ajouter un fils f & n et 'étiqueter par une hypothése h € H,, telle que
e(h) = 0. Supprimer cette hypothése de H,,, et définir son erreur par e(f) = 0.

7. Tant que le nombre de fils de n est inférieur & M et qu’il reste des éléments dans H,, :

(a) Tirer aléatoirement un nombre i entre 1 et k = |H,,|, en attribuant des pro-
babilités décroissantes aux entiers de 1 a k, par exemple avec des probabilités
pla) =2(1+k—a)/(k(k+1)).

(b) Ajouter un fils f a n et I'étiqueter par la i-éme hypothése h de H,. Cette
hypothése est ensuite supprimée de H,,, et 'erreur de f est définie par e(f) =
e(n) +e(h).

8. S’il n’existe plus de feuille & la méme profondeur que n dans ’arbre en cours de
construction :

(a) Notons L la liste des feuille de I’arbre en cours de construction.
(b
(c

(d) Supprimer de I’arbre les feuilles non sélectionnées.

Trier L par erreurs croissantes

)
) Procéder comme en 7 pour sélectionner au plus B feuilles dans L.
)

9. On reprend en 2, tant qu’il reste une feuille n non traitée.
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De méme que pour la construction compléte de ’arbre, il est possible de n’effectuer qu’une
exploration locale a I’étape 3. Cependant, il n’est plus possible de récupérer la liste des
hypotheéses héritées du noeud pére en examinant uniquement les hypothéses contenues dans
les fréres du neceud considéré, ces derniers n’ayant pas été entiérement construits. Il faut
donc mémoriser la liste H,, des hypothéses pour chacun des nceuds n du niveau de I’arbre
qui précede celui en cours de construction. Toutefois, comme se sont essentiellement les
hypothéses de poids le plus fort qui nous intéressent, nous pourrons nous contenter de ne
conserver que les N meilleures hypothéses, ot N est une constante que ’on se sera fixée,
voir éventuellement une fonction qui dépend du niveau, de fagon a limiter la mémoire
requise pour la construction d’un tel arbre.

4.2.3 Arbres de réductions et régles élémentaires

Si les chaines de réduction sont particuliérement bien adaptées pour représenter les
séquences d’hypotheéses issues des régles élémentaires, cela s’avére étre moins vrai pour
les arbres de réductions. Une premiére approche consiste a ne pas utiliser de régle de
retour en cas d’échec au milieu d'une séquence, mais plutot des régles d’'invalidation. Dans
ce cas, tous les graphes descendants du résultat de ’application de la séquence partielle
contiendront le symbole invalide, et les branches de ’arbre de réduction correspondant a
ces graphes pourront étre ignorées, ou supprimées du graphe, avant d’entamer la phase
d’apprentissage.

Malheureusement, une telle approche n’est possible que sur le graphe complet. En
effet, étant donné que la régle déclenchant I’entrée dans une séquence de régles élémentaire
est trés peu restrictive (comme ’ensemble des régles élémentaires), on peut s’attendre en
pratique a ce que la majorité des branches de ’arbre de réductions soient des branches
invalides. Notre algorithme de construction partielle de I’arbre risque donc le plus souvent
de construire un arbre composé uniquement de branches invalides, et donc inexploitable
pour l'apprentissage. Il est donc nécessaire nous assurer que les branches construites par
notre algorithmes soient toutes valides, ou au moins qu'une grande partie de ces derniéres
le soient.

Pour cela, supposons toujours que les échecs au milieu d’une séquence de régles élémen-
taires soient marquées par des régles d’'invalidation. Si, lors de I’étape 3 de l'algorithme
précédent, une hypothése d’'invalidation est émise, cette derniére, de méme que toutes les
hypothéses de poids inférieur ne sont pas incluses dans ’ensemble H,,. Le nceud est alors
marqué comme étant potentiellement invalide. Si '’ensemble H,, est vide, le nceud est sup-
primé, et ’on tente de construire une autre branche a partir de I'un de ses ancétres via
un méthode récursive. Notons p le pére de n, si H,, est non vide, il suffit d’en sélectionner
un élément en procédant de la méme facon que précédemment. Sinon, on recommence sur
le pére de p, jusqu’a atteindre la racine. De plus, si n était le seul fils de p et si p était
potentiellement invalide, alors ce dernier est supprimé de I’arbre. Notons que I'hypothése
d’un nceud potentiellement invalide n’est pas réinjectée dans la liste H,, des hypotheses de
son pére lorsque qu'il est supprimé, ce qui nous garantit que le processus finit (le nombre
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total d’hypothéses contenues dans toutes les listes H,, est fini et décroit strictement).

De plus, on veillera particuliérement a conserver une branche optimale dans I'arbre,
c’est a dire qu’a chaque niveau, au moins un nceud n doit avoir une erreur e(n) nulle,
erreur qui doit elle méme étre corrigée lors des suppressions de nceuds. Ainsi, lorsqu’un
nceud potentiellement invalide n dont I'hypothése est d’erreur nulle est supprimé, le w,,q.
intervenant dans le calcul des erreurs associées aux différentes hypothéses de H, peut
étre modifié. Cette modification entraine donc un changement des erreurs de l’ensemble
des noeuds descendants de n. Aprés réévaluation des erreurs, il est important qu’il reste au
moins une branche d’erreur nulle (c’est a dire une branche optimale) dans I’arbre construit.
Si ce n’est pas le cas, il est donc nécessaire d’en construire une.

Remarquons alors que si un nceud supprimé posséde une erreur nulle, son pére p posséde
nécessairement lui aussi une erreur nulle. I suffit donc dans ce cas de développer une
branche issue de p en ne prenant que des hypothéses de poids minimal & chaque étape, qu'un
neeud étiqueté par cette hypothése existe déja (auquel cas on se contente de suivre une
branche déja existante de I’arbre) ou non (auquel cas, on développe une nouvelle branche),
jusqu’a atteindre le niveau en cours de construction de I'arbre ou un état final possible,
c’est & dire un noeud qui n’est pas potentiellement invalide et dont la liste d’hypothése est
vide. Si cela n’est pas possible, on réitére le processus sur le parent de p, et ce, jusqu’a
atteindre la racine.

Ainsi, s’il est possible de construire les arbres de réductions pour des séquences de
reégles élémentaires, cette construction se révele étre en pratique relativement complexe.
En particulier, elle nécessite de mémoriser les ensembles d’hypothéses H, pour chacun
des noeuds de I'arbre, ce qui pose rapidement des problémes de place mémoire. Une autre
solution consisterait a recalculer les H,, & chaque fois qu’un noeud est traversé. Outre le
temps de calcul élevé, les H,, ne sont réellement égaux aux résultats des explorations que
lors du premier passage sur un noeud : il est donc nécessaire de mémoriser les hypothéses
a supprimer de chacun des H, lors de chaque passage sur un nceud n. Cette derniére
approche reste cependant la seule utilisable en pratique, le stockage de ’ensemble des H,
n’étant possible qu'en n’en conservant qu’'une partie trés limitée (avec le risque que la
partie conservée ne puisse produire que des branches invalides).

4.3 Apprentissage

Les chaines et arbres de réductions furent avant tout introduites pour permettre de
définir un processus d’apprentissage entiérement basé sur les propriétés de notre modéle,
et donc probablement plus adapté a ce dernier que des méthodes plus génériques. Nous
allons donc maintenant nous intéresser a ce dernier, en précisant dans un premier temps ce
que nous souhaitons apprendre et comment, puis en proposant une solution, d’abord d’un
point de vue théorique sous la forme d’une recherche d’un maximum global, puis pratique,
en nous restreignant a une recherche locale.
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4.3.1 Présentation

Nous supposerons les régles déja définies, et nous chercherons donc uniquement a ap-
prendre les poids des hypothéses qu’elles générent. Les régles sur lesquelles nous travaille-
rons seront de plus de poids fixe, c’est a dire que nous aurons & apprendre un poids pour
chaque régle.

Pour cela, nous supposerons connus un ensemble de couples (graphe initial, graphe
final). On pourra de plus se donner la correspondance entre chaque nceud n d’un graphe
final et les noeuds du graphe initial correspondant qui appartiennent au champs réceptif
de n. Nous dirons qu’un graphe initial G est correctement réduit pour une certaine valuation
des régles, si le graphe G’ obtenu en appliquant le processus de réduction correspond au
graphe final souhaité (vérité terrain). Notre objectif est alors de trouver une valuation des
régles qui maximise le nombre de graphes correctement réduits.

En réalité, le probléme sera légerement plus complexe. Nous ne chercherons pas néces-
sairement a ce que le graphe résultant du processus de réduction soit isomorphe au graphe
souhaité, mais plutot a maximiser leur similarité. De plus, le graphe final, ou un graphe
similaire a ce dernier, peut apparaitre a un niveau de la pyramide construite autre que le
dernier. Dans un tel cas, on pourra généralement considérer la valuation des régles comme
correcte. Ainsi, plutdot qu’une notion de « réduction correcte » de nature binaire, nous me-
surerons une qualité pour la réduction de chacun des graphes initiaux, et nous chercherons
une valuation des poids qui maximise cette qualité.

Comment alors définir la qualité d’une réduction ? Comme indiqué au paragraphe pré-
cédent, il nous faut principalement prendre en compte la meilleure similarité entre les
graphes de la pyramide construite et le graphe final indiqué par la vérité terrain. Pour
cela, on suppose donnée une distance d entre les graphes (il pourra s’agir d’une distance
d’édition, ou de toute autre distance dictée par une application particuliére). On appelle
alors erreur de réduction d’'un graphe initial G' la quantité :

. !
e(G) = min d(G,Gy)
ot P(G) est I'ensemble des graphes de la pyramide construite a partir de G, et Gy est
le graphe final de la vérité terrain. Une mesure de qualité peut étre définie en prenant
simplement I'inverse de l'erreur : ¢(G) = 1/(1 + e(G)).

Cette mesure ne tient toutefois pas compte de la hauteur dans laquelle apparait le
graphe le plus similaire dans la pyramide. Cela peut étre suffisant, mais ’on pourra préférer
les cas ot le résultat apparait le plus bas possible dans la pyramide, de facon a pouvoir
valider un maximum de régles. En notant n le niveau auquel apparait le graphe le plus
similaire, et h la hauteur de la pyramide, nous pourrions redéfinir ’erreur par :

h-e(G
e/(G) — ( )
n
Cependant une telle définition ne tient pas compte des niveaux suivant le niveau optimal.
Ainsi, une pyramide dont le meilleur niveau serait relativement éloigné du sommet, mais



96 CHAPITRE 4. LES CHAINES DE REDUCTION

dont le niveau final serait toujours trés bon serait pénalisée du fait de la position du meilleur
niveau par rapport a une pyramide dont le meilleur niveau serait au sommet, méme si ce
dernier est de qualité inférieure a celui de la pyramide précédente.

Notre approche sera donc plutdt de considérer la qualité moyenne de tous les niveaux
de la pyramide a partir d’un niveau n donné jusqu’au sommet. Notons P, (G) I'ensemble
des graphes de la pyramide & partir du niveau n. Alors 'erreur sera définie par :

1
1+h—n

¢ = min > d@,Gy)

n<h
G'ePR(G)
Ainsi le dernier niveau est toujours pris en compte, mais si certains niveaux s’avérent étre
de meilleure qualité ils pourront faire baisser la moyenne et I’erreur sera plus faible. En
particulier, 'erreur est toujours inférieure ou égale a la distance entre le sommet de la

pyramide et la vérité terrain.

Quelle que soit 1a mesure d’erreur choisie, 'objectif du processus est de rendre maximale
la quantité :

Q=> 4@

Geg;

ot ¢(G) = 1/(1+e(Q)) est la qualité du graphe G, et G; est I'ensemble des graphes initiaux
de la base d’apprentissage. En réalité, nous utiliserons une méthode incrémentale : étant
donnée une valuation des régles et un graphe initial G de la base d’apprentissage, nous
chercherons a modifier légérement la valuation des régles de facon a augmenter la qualité
de G. Les graphes de réduction étant construit pour un graphe G donné, il est difficile
de mesurer I'impact d’une telle modification sur les qualité des autres graphes de la base
d’apprentissage. Nous n’étudierons donc pas la convergence de notre algorithme dans le
cas général, mais uniquement pour un graphe G donné.

4.3.2 Modéle théorique

Supposons dans un premier temps I’ensemble de ’arbre de réduction connu. De plus,
nous supposerons qu’a chaque hypothése h étiquetant un nceud de ’arbre de réduction
correspond une unique régle R(h) (quitte a représenter plusieurs fois la méme hypothése
de réduction si elle est générée par plusieurs régles différentes). On se donne aussi une
valuation des poids des régles de réduction. Notre objectif maintenant est de modifier ces
poids de maniére a améliorer le résultat de la réduction.

On notera d’abord que si tous les chemins de I’arbre de réductions font intervenir des
hypothéses issues de 'application des régles, les poids relatifs de ces derniéres ne sont pas
prises en compte, et, par conséquent, certaines branches peuvent ne pas correspondre a
une construction réalisable. Commencons par examiner quelles sont ces branches : soit
B = ng...n; une branche de 'arbre de réduction, ou ng est la racine de 'arbre. Pour
chacun des n;, on note H; I’ensemble des hypothéses étiquetant les fils de n;, et pour ¢ > 0,
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on note h; 'hypothése de n;. On tente alors de définir un ordre partiel <z sur les regles
en posant :
Vi > 0,Yh € H;, R(h) <p R(hi_1)

Définition 51 Soit B une branche de l'arbre de réduction. Cette branche est dite cohérente
si Uordre partiel <p est bien défini (en étant bien un ordre partiel).

Il est alors aisé de monter qu'une branche correspond a une construction réalisable si
et seulement si elle est cohérente. En effet, si B est une branche cohérente, une valuation
possible des régles pour construire une telle branche consiste a étendre ’ordre partiel en
un ordre total, par exemple en effectuant un tri topologique, puis en donnant un poids égal
a leur position dans cet ordre. Réciproquement, si B peut étre construite par une certaine
valuation des régles, la définition de I'ordre partiel donné plus haut est compatible avec
I'ordre total induit par les poids des régles (en supposant qu’il n’existe pas deux régles de
poids identiques), donc I'ordre partiel est bien défini et est un sous-ordre de cet ordre total.

Notons de plus que la construction du sous-arbre de I’arbre de réduction ne contenant
que des branches cohérente n’est pas plus complexe que la construction compléte corres-
pondante. En effet, la construction se faisant de la racine vers les feuilles, il est possible
de construire 'ordre partiel pour chaque branche au fur et & mesure de la construction, et
d’interdire la sélection des hypothéses ne respectant pas 'ordre partiel déja en place (en
particulier, dans le cas de la construction de ’arbre partiel, le calcul du w,,,, ne doit pas
faire intervenir ces hypothéses).

Etant donné un graphe G de la base d’apprentissage, construisons son arbre de réduc-
tions (qui pourra étre complet ou ne contenir que les branches cohérentes, comme nous le
verrons plus bas), et considérons ’ensemble des graphes correspondant aux nceuds de cet
arbre (c’est a dire les graphes obtenus en appliquant a G la chaine de réduction qui étiquette
les nceuds du chemin de la racine au nceud considéré). Nous allons maintenant utiliser ces
graphes pour déterminer les quantités a ajouter aux différents poids des régles. Notons
qu’étant donnée que nous disposons pour l'instant d’une vision d’ensemble de ’arbre de
réductions, les incréments seront indépendants de la pondération actuelle, et ils seront en
fait proportionnels a une pondération optimale. Ce que nous cherchons & déterminer est
donc une pondération optimale des regles.

Si notre objectif est simplement d’obtenir un paramétrage capable de produire la
meilleure branche, une solution simple consiste a mettre un poids nul & chaque régle, sauf
celles de la branche optimale qui recoivent des poids strictement positifs et décroissants
de la racine vers les feuilles (il est éventuellement ensuite possible de « centrer » les poids
en 0, en soustrayant a chacun la moyenne de I’ensemble des poids). L’inconvénient d’une
telle méthode, c’est qu’elle ne tient compte que de la branche optimale : le comportement
si les poids sont ensuite modifiés pour traiter un autre graphe n’a alors aucune raison de
rester proche de 'optimal, aussi une telle méthode ne peut donner de bons résultats. En
particulier, si ’on travaille sur un arbre complet, dans le sens ot ’on ne se limite pas aux
branches cohérentes, le résultat obtenu n’est généralement pas exploitable.
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On remarquera cependant que pour obtenir le bon résultat avec la méthode précédente,
il ne suffit pas de renforcer les noeuds de la branche optimale : les poids doivent étre renforcés
de maniére décroissante au fur et & mesure que I’on descend dans ’arbre. Nous conserverons
cette propriété dans les approches suivantes.

Au lieu de se contenter de traiter la branche optimale, nous pouvons exécuter un al-
gorithme similaire a l'algorithme précédent sur chaque branche de 'arbre, en attribuant
a chacune des poids proportionnels & leur qualité. Intuitivement, si une modification ul-
térieure des poids a lieu et nous fait quitter la branche optimale, la construction devrait
nous permettre de construire la meilleure branche issue de ce chemin dérivé. En pratique,
ce ne sera bien entendu pas toujours le cas, car les mémes régles entrent en concurrence
sur différents chemins : un poids élevé pour favoriser une branche de qualité élevée dans
une partie du graphe pourra aussi en défavoriser une dans une autre partie du graphe.

Plutot que de favoriser directement les meilleures branches, nous avons donc plutot
choisi de favoriser les meilleures directions, c’est & dire les directions dans lesquelles se
trouvent un maximum de branches de qualité élevée. Ainsi, pourrons-nous nous attendre
a ce qu'un léger changement dans les poids des régles nous conduisent toujours sur une
branche de qualité élevée. En revanche, la pondération choisie ne correspond pas toujours
a la branche optimale. L’algorithme utilisé est le suivant (wy et k étant des constantes
prédéfinies) :

1. Notons n la racine de 'arbre, et w = wy

2. On note Q(n) la qualité moyenne des branches issues de n, et de méme, pour chaque
fils f de n, on note Q(f) la qualité moyenne des branches issues de f.

3. Pour chaque fils f de n, on ajoute un poids w(f) a la régle de f proportionnel au
rapport des qualités et & w : w(f) = w' - Q(f)/Q(n), o w' = w pour la feuille qui
maximise Q(f) (ou I'une d’entre elle choisie arbitrairement s’il y en a plusieurs), et
w' = w/k sinon.

4. On recommence en 2 pour chacun des fils f, en posant n « f et w «— w(f)/k

A Tétape 3, le poids associée a une régle est d’autant plus grand que la qualité moyenne
des branches qui sont issues de ce dernier est élevée (le dénominateur permet de normaliser
cette qualité, de telle sorte que la somme des poids soit égale a 1). L’étape 4 diminue la
valeur de w au fur et a mesure que l'on descend dans ’arbre, comme nous l’avions fait
remarquer plus haut.

Notons qu’ici la décroissance est géométrique avec un facteur k, mais il est tout a fait
possible d’envisager une décroissance linéaire en effectuant plutot w «— w(f) — k ou toute
autre progression décroissante. Cependant, le choix ici d’une progression géométrique et
I'utilisation de w’ au lieu de simplement w n’est pas innocent : en choisissant & stricte-
ment supérieur a l’arité maximale d’un nceud de 'arbre, nous pouvons nous assurer que
le premier noeud traversé par un chemin construit a partir de ces poids maximise toujours
la valeur de Q(n) sur 'ensemble des nceuds issus de la racine. Cette propriété n’est plus
nécessairement vraie a partir du second nceud du chemin, en particulier si les plusieurs
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neeuds ont des Q(n) proches de 'optimal, mais le redevient en prenant un k supérieur au
carré de 'arité maximale.

D’une maniére générale, si a est I’arité maximale de 1’arbre de réduction, choisir k = a’
garantit la propriété précédente pour les ¢ premiers noeuds d’un chemin construit avec la
valuation des régles ainsi définie. Ainsi, il est possible, en jouant sur k, de jouer sur la
rigidité du modeéle : avec un £ élevé, la qualité de la pondération sera plus sensible aux
modifications entrainant un changement des premiers nceuds parcourus, mais sera meilleurs
en temps normal ou suite a des modifications entrainant des changements sur les derniers
nceuds parcourus par rapport a un k plus faible.

Cette derniére construction nous semble la plus appropriée pour gérer ’apprentissage
des poids des régles, car méme si elle ne conduit pas nécessairement a ’optimum, elle s’en
approche tout en s’assurant que les chemins « voisins » du chemin construit, résultant
d’une légére modification des poids des régles, reste corrects.

Notons que cet algorithme peut s’appliquer aussi bien sur ’arbre complet que sur l'arbre
obtenu en ne considérant que les branches cohérentes. Si ce dernier peut sembler meilleur,
car ne faisant intervenir que des branches correspondant a des constructions réelles, 'arbre
complet n’est pas sans intérét. En effet, il peut arriver que les meilleurs résultats ne corres-
pondent pas a une pondération particuliére, par exemple parce qu’une régle est meilleure
qu’une autre dans un cas, mais moins bonne dans un autre. Un arbre ne contenant que des
branches cohérente ne peut faire apparaitre ces situations, et donc les faire intervenir dans
le processus d’apprentissage, alors qu’elles apparaissent clairement dans un arbre complet.
Ainsi, méme si les branches non cohérentes ne seront jamais construites en pratique, leur
présence peut aider le systéme a se diriger dans la bonne direction. Remarquons de plus
que le processus d’adaptation dont nous parlerons au chapitre suivant permet justement
d’explorer des branches non cohérentes de I’arbre de réduction, aussi méme si I’optimal visé
par 'apprentissage sur un arbre complet semble inaccessible par une construction standard,
il pourra I’étre a la suite d’une phase d’adaptation.

4.3.3 Application pratique

Les algorithmes décrits plus haut supposent connu ’arbre de réduction complet. Cepen-
dant, nous avons aussi vu qu’il n’était pas possible en général de représenter complétement
I’arbre de réductions. Aussi, nous devrons en pratique appliquer les algorithmes sur des
arbres partiels, construits comme dans la partie 4.2.2. Nous supposerons dans cette section
que l'algorithme d’apprentissage choisi est le dernier présenté dans la section précédente :
c’est en effet celui qui nous semble le meilleur dans un tel contexte ou la véritable branche
« optimale » n’est pas nécessairement représentée dans I’arbre. Les autres algorithmes pré-
sentés précédemment pourront étre adaptés de maniére similaire au travail sur un arbre
partiel.

Le principal probléme que pose 'utilisation d’un arbre partiel dont le nombre maximal
de branche développé est fixé est que l'arbre ainsi construit a tendance & étre trés peu
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F1G. 4.5 — Arbre de réductions partiel pour ’apprentissage. Le noeud considéré est grisé :
il posséde une arité élevée (5) alors que les autres noeuds posseédent une arité faible (1 ou
2). Les rares noeuds possédant une arité 2 sont des descendants du nceud grisé, de fagon a
augmenter le nombre de branches issues de ce dernier. Dans cet exemple, la construction
est telle que chaque fils du neeud est a 'origine du méme nombre de branches (ici deux),
de fagon a créer un certain équilibre (en pratique, on pourra plutot souhaiter développer
en priorité les branches issues de noeuds de meilleure qualité au détriment de I’'équilibre de
l'arbre).

dense, c’est a dire que trés peu de nceuds ont plus d'un fils. Or 'algorithme d’apprentissage
que nous avons proposé fonctionne principalement en comparant les différentes branches
issues d'un méme nceud entre elles, de sorte que moins les nceuds posseédent de fils, moins
I’apprentissage sera efficace. En particulier, I’algorithme d’apprentissage décrit plus haut
ne permet pas d’apprendre quoi que ce soit a partir d’'un nceud qui ne posséde qu’un
seul fils. Ce probléme peut étre résolu de deux fagons différentes : en construisant 1’arbre
partiel de tel sorte que certains nceuds aient une grande arité, ou en modifiant I’algorithme
d’apprentissage de fagcon a pouvoir aussi apprendre sur des noeuds de faible arité.

La premiére approche consiste donc a privilégier un certain noeud n particulier de
I’arbre, a partir duquel un grand nombre de branches seront dérivées. Concrétement, cela
signifie que 'arité de chaque noeud de 'arbre sera faible — un ou deux maximum — a
I’exception du nceud considéré dont ’arité devra étre élevée. De plus, on préférera attri-
buer une plus grande arité aux noeuds descendants de n qu’aux autres nceuds, de fagon a
augmenter le nombre de branches issues de n. Enfin, on pourra chercher a « équilibrer »
les différentes branches issues de n, comme sur la figure 4.5. A ces critéres, portant sur la
structure de I'arbre construit, nous ajoutons un critére supplémentaire basé sur le contenu
de I’arbre : notre objectif étant d’améliorer la construction, nous nous intéresserons en
priorité aux branches de meilleure qualité.
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Plus précisément, lors de la sélection des branches conservées dans la construction de
'arbre partiel (étape 8 de 1’algorithme de construction de I’arbre partiel décrit plus haut),
le choix ne se fait pas uniquement en fonction de l'erreur évaluée e, mais aussi de la
qualité de la branche ¢ = ¢(G) (ou G est le graphe associé a la feuille correspondant a la
branche considérée), et d’un facteur k lié a la structure de I'arbre, que nous expliciterons
dans le paragraphe suivant. Une fois ces trois quantités évaluées, la sélection se fait alors
simplement en considérant la quantité ¢ = e/(k - ¢) au lieu de e dans 'algorithme de
construction.

La définition du facteur k& dépend de la branche considérée b : s’il s’agit de la branche
principale, c’est a dire celle correspondant a I’application des régles avec leurs poids actuels,
alors £ = 1. Dans le cas contraire, commencons par noter ng le dernier nceud de la branche
considérée commun avec la branche principale (ng existe toujours, car deux branches ont
au moins la racine en commun), et posons :

Ko Slng=mn
K=< ki singestun descendant de n
Ko sinon (i.e. ngy est un ancétre de n)

oll Ky > K1 = Ko sont trois constantes permettant de définir ou se feront les embran-
chements. Typiquement, on fixera ko & 1 pour favoriser les embranchements au niveau
du nceud n choisi, et ko a 0 pour interdire les embranchements avant le nceud choisi. La
constante x; quant a elle sera choisie librement dans Uintervalle ]0, 1| (afin de favoriser les
embranchements aux niveaux de n, on choisira généralement une valeur faible pour k).
Notons ici que le noeud n doit étre choisi sur la branche principale.

Notons alors n| le successeur de ny dans la branche considérée b (par définition de ng,
le nceud nf, ne peut appartenir a la branche principale), considérons ’ensemble B, des
branches en cours de construction contenant nj. Remarquons que By contient b. Parmi
toutes les branches de By, une branche principale by est définie comme la branche qui
minimise 'erreur e(by). Si alors b # by, on note n; le dernier nceud commun a b et by (il
existe toujours, car n{ est un nceud commun aux deux branches), et on réitére I'opération
de fagon & construire une suite ng, nq, ..., n, de nceuds de b (il s’agit de tous les nceuds a
partir desquels la branche b se sépare de la branche principale en cours).

La constante k peut alors étre définie de la maniére suivante : si p = 0, alors k = &,
c’est a dire que s’il y a un seul embranchement k£ ne dépend que de la position de cet
embranchement par rapport au nceud considéré. Sinon, on pose :

/P 3 _
po ] R sl =R
k- K" sinon

Intuitivement, le premier cas correspond a une premiére bifurcation avant le nceud n, et
donc toutes les bifurcations correspondent a des nceuds qui ne descendent pas de n : une
pénalité Kk = Ko est comptée pour la premiére bifurcation, et une pénalité ) est ajoutée
pour chaque bifurcation suivant la premiére (en général, on pose k), = k3). Le deuxiéme
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cas correspond & une premiére bifurcation au niveau de n ou d’un de ses descendants :
les bifurcations suivantes ont alors lieu au niveau de descendants de n. A la pénalité x €
{Ko, K1} de la premiére bifurcation s’ajoute alors une pénalité s} pour chaque bifurcation
suivante, avec en général K| = k.

L’arbre ainsi construit s’articule autour d’un squelette correspondant & une construction
basée sur I’état actuel des poids des régles, et dont les différentes bifurcations s’organisent
de telle sorte qu’un maximum de branche soit dérivées du noeud n choisi. L’étude de ces dif-
férentes branches permet donc un apprentissage au niveau du nceud choisi via I’algorithme
présenté plus haut, en choisissant judicieusement un nceud particulier a chaque fois. Pour
cela, nous pouvons notamment constater que les algorithmes d’apprentissage présentés plus
haut accordaient une importance prépondérante aux nceuds situés en haut de I’arbre. In-
tuitivement, cela revient a dire qu'une erreur dans les premiéres étapes de réductions est
difficilement récupérable. Ainsi nous semble-t-il plus judicieux de commencer en ciblant
I’apprentissage sur la racine, puis en descendant peu a peu dans I'arbre au fur et & mesure
que les premiers nceuds de ’arbre sont déterminés.

Une autre approche pour permettre 'apprentissage dans un arbre possédant peu de
branches consiste a modifier le processus d’apprentissage de facon a rendre possible I'ap-
prentissage sur les nceuds de faible arité. Pour cela, nous nous basons toujours sur la
comparaison des qualités des différents fils issus d’un nceud pour ajuster les qualités des
différentes régles impliquées dans la génération de chacun de ces fils, mais en faisant inter-
venir des fils de ’arbre de réduction complet n’appartenant pas nécessairement a 1’arbre
partiel. Deux approches sont alors possibles, selon ’endroit dans ’arbre ot I’on est capable
d’évaluer des qualités de maniére fiable :

— Si l'on sait évaluer la qualité & tout niveau de l’arbre, il est possible de comparer
directement la qualité de chacun des fils choisis (c’est a dire ceux de 'arbre partiel,
et quelques uns de l'arbre complet, par exemple ceux construit initialement mais
¢liminés lors de la derniére phase de la construction de 'arbre partiel).

— Sinon, il faut construire des branches ou arbres « temporaires » pour chacun des fils
retenus. Ces branches ne servent qu’a évaluer la qualité des fils : il n’est donc pas
nécessaire de les mémoriser une fois chaque qualité évaluée. Notons que ces branches
peuvent étre réduites au seul chemin principal issu de chaque nceud considéré, ou
peuvent au contraire étre des arbres de réductions partiels issus de ces nceuds, la
qualité associée a chaque nceud correspondant alors a la moyenne des qualités des
feuilles de I’arbre issu de ce nceud. Cette seconde approche, bien que plus précise,
s’avére aussi bien plus cotiteuse, aussi les arbres construits auront généralement un
nombre réduit de branches.

Dans les deux cas, notons que les nceuds supplémentaires ne servent qu’a fiabiliser ’ap-
prentissage en permettant la comparaison entre les qualités des noeuds de 1’arbre partiel est
celles d’un certain nombre d’autres noeuds. Ces derniers ne font donc pas partie de I’arbre
et peuvent étre « oubliés » une fois leurs qualités évaluées. De plus, seules les régles inter-
venant dans l'arbre partiel de réduction sont modifiées par le processus d’apprentissage :
les régles utilisées pour construire les nceuds supplémentaires ne sont donc pas directement
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affectées par ce processus.

Une approche mixte est possible : un nceud principal est fixé et ’arbre partiel est
construit pour favoriser 'apprentissage au niveau de ce nceud, comme décrit plus haut. Pour
les autres nceuds, la méthode précédente est appliquée afin d’effectuer un apprentissage
plus léger, en utilisant des arbres temporaires avec trés peu de branches (une seule pour
les nceuds n’appartenant pas a la branche principale, et une valeur d fixée pour les nceuds
de la branche principale).

4.4 Introduction d’un graphe de réductions

Dans la section précédente, nous avons proposé de représenter les chaines de réductions
sous la forme d’un arbre, utilisable ensuite pour apprendre les poids des régles en favorisant
celles appartenant aux chemins menant aux meilleurs résultats et en défavorisant celles
appartenant aux chemins menant aux résultats de plus faible qualité. Cette approche est
orientée chaines de réduction et non graphes résultants des diverses réductions : en effet,
seul les graphes finals sont comparés, de sorte que deux sous-chaines produisant une méme
réduction d’un graphe Gy vers un graphe G5 ne sont pas identifiées ni méme différenciées
de deux sous-chaines conduisant a deux arbres différents.

Or, pour rendre 'apprentissage plus efficace, il peut étre utile de reconnaitre deux
chaines permettant d’obtenir le méme graphe lorsqu’appliquées au méme graphe initial.
Supposons par exemple que deux chaines c¢; et ¢y produisent toutes les deux le méme
graphe G’ = ¢;(G) = c2(G) a partir du graphe G. Si l'on prolonge ¢; en une chaine
i = ¢+ fi et de méme ¢y en une chaine ¢, = ¢ - fo. Alors si les qualités des graphes
A(G) = fi(G) et 4(G) = fo(G") différent, cette différence ne peut étre induite que par f;
et fy : la comparaison des deux graphes ne doit donc permettre que d’adapter f; et fs, et
non c; et cy.

4.4.1 Graphe de réduction d’un graphe G

Il est possible, dans certains cas, d’identifier simplement deux chaines de réductions
produisant le méme graphe. Ainsi avons nous la propriété suivante :

Propriété 4 Soient c; = hy-hy---hy et ca = hyy-hy@) -« - o) deuz chaines de réductions
d’un graphe G telles que hy, ..., h, soient des hypothéses deuxr a deux compatibles, et
w:[1,n] — [1,n] soit une permutation de [1,n]. Alors c1(G) = ca(G).

Le cas général est plus complexe, notons en particulier qu'une permutation d’hypothéses
incompatibles ne donne pas nécessairement le méme graphe final. Inversement, deux chaines
de réductions composées de régles distinctes (c’est a dire que 'une ne s’écrit pas comme une
permutation des hypothéses de I'autre) peuvent produire le méme graphe a Parrivée. Nous
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pouvons cependant caractériser les chaines de réductions qui produisent essentiellement le
méme « effet ».

Pour cela, notons x(h) le noyau de contraction d’une hypothése h (sous la forme de ’en-
semble des sommets contractés, éventuellement réduit au seul sommet sur lequel s’applique
I’hypotheése s’il n’y a pas de contraction), et o(h) le symbole de sortie de ’hypothése (celui
associé aux sommet sur lequel elle s’applique, une fois I’éventuelle contraction exécutée).
Soit alors une chaine de réduction ¢ = hy - ho composée de deux hypothéses. Deux cas se
présentent :

— Si k(h1) Nk(hg) = 0, alors les deux hypothéses sont compatibles. Exécuter la chaine
revient a contracter séparément k(hy) et x(hg), puis & donner respectivement aux
sommets résultants de ces deux contractions les symboles o(h;) et o(hz).

— Si k(h1) N k(he) # 0, alors les deux hypothéses sont incompatibles. Les deux hypo-
théses ne peuvent donc s’appliquer simultanément sur le graphe initial. Nous avons
cependant vu qu’il était possible de réinterpréter la seconde hypothése comme une
hypothése s’appliquant sur le graphe issu de ’application de la premiére hypotheése
sur le graphe initial. Autrement dit, I’exécution de hy revient a contracter x(hy) puis
a donner le symbole o(hy) au sommet résultant. L’exécution ensuite de hy revient
a contracter les sommets de k(hy) qui n’étaient pas dans k(hy) avec le sommet issu
de la premiére contraction, puis & donner le symbole o(hy) au sommet résultant.
Au final, I’exécution de ¢ revient donc a contracter x(hy) U k(hy), puis & donner le
symbole o(hs) au sommet résultant de cette contraction.

D’une maniére générale, on peut donc voir 'effet d'une chaine de réduction sur un
graphe comme un ensemble de contractions de parties distinctes du graphe suivies du choix
des symboles associés aux sommets contractés. On définit donc Veffet E(c) € P(V) x S
d’une chaine de réduction ¢ comme un ensemble de couples (Kj, s;), o K; est un ensemble
de sommets (noyau de contraction, éventuellement réduit & un unique sommet), et s; est un
symbole, et tels que les K; soient deux a deux distincts. Ainsi, ’effet d’une chaine composée
d’une unique hypothése h est E(h) = {(k(h),o(h))}. Comme nous ’avons vu plus haut,
I’effet d’une chaine ¢ = hy - ho composée de deux hypothéses est :

oy Ak, 0(h), (k(he), 0(h2))} sik(ha) N E(he) =
Bl - he) { {(5(h1) U si(ha), o))} i k(hn) O (o) #

Nous pouvons alors déterminer 'effet une chaine de n + 1 hypothéses étant supposé
connu ’effet de la sous-chaine constituée des n premiéres hypothéses. En effet, soit ¢ =
hy-+-hy - hyyq une chaine de réduction, et supposons connu E(hy - --h,) = {(K;,s;) : i €
[1,p]}. On définit alors E = E(hy - - h,41) de la fagon suivante :

— Si pour tout ¢ € [1,p], on a K; N k(hyy1) =0, alors

E=E(hy ... .hy)U{(E(hps1),0(hnit))}

— S'il existe un unique i; tel que Ky N k(hyy1) # 0 (notons qu’il s’agit d’un cas
particulier du cas suivant, lorsque k£ = 1), on a alors

E={(K;si) i # 01} U{(Ki Uk(hnyg), 0(hng))}

0
0
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— S'il existe iy, ..., i tels que K; N Kk(hyy1) # O pour tout p € [1,k] et tels que
K; N k(hyy1) = 0 pour tout i ¢ {i,...ix}, alors on a

E= {(sz Si) ) ¢ {il, ce Zk}} U {(K’Ll U---u sz U H(hn+1), O'(hn+1))}

Il est donc facile de déterminer E(c) par récurrence pour toute chaine de réduction c.
Mieux, ces chaines étant généralement construites en ajoutant successivement chaque hy-
pothése, il est possible de déterminer E(c) en méme temps que la chaine est construite, en
mettant a jour 'effet a chaque fois qu’une nouvelle hypothése est ajoutée a la chaine. Nous
avons alors la propriété suivante :

Propriété 5 Soient ¢ et co deuxr chaines de réduction d’un méme graphe G. Alors si
E(c1) = E(c2), les deux chaines produisent le méme graphe, c’est a dire ¢1(G) = co( Q).

Notons que la réciproque n’est pas toujours vraie : deux chaines dont ’effet est différent
peuvent engendrer le méme graphe, mais les champs réceptifs des différents sommets du
graphe final ne sont alors pas les mémes pour les deux chaines. Inversement, si les deux
chaines ont le méme effet, les champs réceptifs des sommets du graphe final sont les mémes
pour chacune des deux chaines (il s’agit en fait des différents K; de l'effet des chaines).

En régle générale, si deux chaines d’effets différents produisent le méme graphe, on
peut considérer cela comme un « accident » plus qu’une information porteuse de sens
(en particulier, une mesure de la qualité des graphes obtenus tenant compte des différents
champs réceptifs donnera une mesure différente pour le résultat des deux chaines, méme si
le graphe final est identique). Aussi chercherons nous a détecter, dans la mesure du possible,
les chaines produisant le méme graphe avec les mémes champs réceptifs, c’est a dire celles
partageant le méme effet. Notons que la relation « avoir le méme effet » est une relation
d’équivalence sur les chaines de réductions, aussi dirons nous par la suite que deux chaines
c1 et co sont équivalentes (ce que Ion notera ¢; ~ ¢3) si et seulement si E(c;) = E(cy).

Pour représenter efficacement la notion de chaine produisant le méme graphe, les arbres
de réductions s’avérent étre trop limités. Il est en fait nécessaire d’identifier les noeuds de
cet arbre correspondant aux chaines de réductions équivalentes. Plus précisemment, si s
est un noeud de I'arbre de réductions et que s; et sy sont des descendants de s tels que les
chaines de réductions associées au chemin de s a s; et au chemin de s a s, sont équivalentes,
alors on identifie s; et s,.

L’objet alors obtenu n’est plus un arbre, mais un graphe, que I'on peut naturellement
orienter de I'ancienne racine vers les anciennes feuilles. Plutot que de définir (et construire)
le graphe de réductions a partir de I’arbre de réductions, nous pouvons le définir directement
de la maniére suivante :

Définition 52 On appelle graphe de réductions d’un graphe G le graphe orienté G, =
(V,., E,.) dont l’ensemble des sommets V, est l’ensemble des classes d’équivalence des chaines
de réductions sur G (chaine vide incluse) pour la relation « avoir le méme effet », et ou
(v1,v2) est dans E, si et seulement s’il existe une chaine de réduction ¢ sur G et une
hypothese h sur G telles que vy =€ et vy = ¢+ h (00 € désigne la classe d’équivalence de c).
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F1G. 4.6 — Exemple de graphe de réductions

Notons que le choix du représentant ¢ de la classe d’équivalence v; dans la définition
ci-dessus n’a pas d’importance, en effet, si ¢’ est un autre représentant de v, alors par
définition ¢ ~ ¢ et donc E(c) = E(¢'). On en déduit alors que E(c-h) = E(¢ - h) par
construction de E, et donc que ¢-h ~ ¢ - h. On a donc bien toujours v; = ¢ et vy = ¢ - h.
Autrement dit, 'existence d’'une aréte reliant un sommet v; 4 un sommet v ne dépend

que de l'existence d’une hypothése permettant de passer de la classe v; a la classe wvs.

Remarquons qu’une maniére simple de représenter les classes d’équivalence des chaines
de réduction, et donc de représenter les sommets du graphe de réductions, consiste a
représenter les effets F/(c) des différentes chaines, sous la forme d’un entier k, puis de k
listes de sommets (les noyaux de contraction) et enfin de k symboles (les symboles associés
aux sommets résultants des contractions). Afin de simplifier les comparaisons, ces objets
peuvent étre normalisés, en triant les sommets des k£ noyaux de contraction par indices
croissants, puis en triant les noyaux de contraction eux méme & partir des indices des
sommets qui les composent, par ordre lexicographique.

Il pourra aussi nous arriver de représenter les sommets du graphe de réductions par le
graphe obtenu en appliquant I’'une des chaines représentant de la classe d’équivalence re-
présentée par chaque sommet au graphe initial (on rappelle en effet que deux représentants
d’une méme classe ont le méme effet, donc produisent le méme graphe a partir du graphe
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initial). Il s’agit surtout d’une maniére de visualiser le graphe de réductions, plus que de le
représenter. En effet, nous avons vu que deux chaines d’effets différents peuvent produire le
méme graphe, ce qui signifie que plusieurs sommets du graphe de réductions peuvent étre
associés au méme graphe : se contenter du graphe associé¢ a chaque sommet ne permet donc
pas de représenter correctement le graphe de réductions. De plus, une telle représentation
est plus difficilement exploitable : pour identifier deux graphes, il est nécessaire de tester
s’ils sont isomorphes, ce qui est une opération bien plus cotiteuse que de vérifier I’égalité
des deux effets en représentation normalisée. La figure 4.6 donne un exemple de graphe de
réduction, ou les sommets sont représentés par des graphes.

4.4.2 Utilisation du graphe de réductions

Dans cette partie, nous supposerons que deux hypothéses ayant le méme effet sont
identiques. On rappelle qu'une hypothése de réduction est définie comme un quadruplet
(ve, B, s,m), et nous avons vu que 'effet d’une chaine de réduction réduite & une hypothése
est I'ensemble constitué du seul couple (K, s), ou s est le symbole de sortie de ’hypothése
et K les sommets du noyau de contraction de cette derniére, c’est a dire 'ensemble des
sommets incidents aux arétes faisant partie de E, ou bien le singleton {v.} si E est vide.
On notera que dans tous les cas, v, fait partie de K. Deux hypothéses d’effets différents ne
peuvent donc différer que :

— du choix de v, parmi I'ensemble des éléments de K : ce choix n’a en pratique aucune
influence sur la construction de la pyramide, aussi n’est-il pas génant de ne pas en
tenir compte pendant la phase d’apprentissage,

— du choix des éléments de E parmi ’ensemble des noyaux de contraction possibles
connexes et admettant exactement les sommets de K comme sommets incidents : 1a
encore, tout noyau vérifiant ces propriétés conduira a la méme contraction, de sorte
que ce choix n’a pas d’influence sur la construction,

— et de la valeur de la qualité n estimée de ’hypothése : contrairement aux deux cas
précédents, cette qualité influe sur le choix de I’hypothése a appliquer, et donc sur
la construction de la pyramide. De plus, c’est précisément sur cette valeur que porte
I’apprentissage.

Ainsi, en identifiant les hypothéses ayant le méme effet, la seule information importante
perdue sera la qualité associée a cette derniére. Aussi associerons nous a chaque hypothése
h; d’une chaine de réduction ’ensemble des valeurs possibles des qualités des hypothéses
avant identification, ainsi que les régles qui les ont émises.

Le théoréme suivant nous montre que, sous ces conditions, il est possible d’utiliser le
graphe de réductions d'un graphe pour représenter complétement 1’espace des chaines de
réduction sur ce graphe, tout comme c’était le cas avec I'arbre de réductions de ce dernier :

Théoréme 11 Soit G un graphe, et G, le graphe de réductions associé. Alors il existe une
surjection @ de [’ensemble des chaines de réductions sur G vers [’ensemble des chemins dans
G, d’origine O (le sommet d’effet « nul »), et telle que pour toute chaine de réduction c,
on ait e(¢(c)) = E(c) ot e(C) représente le sommet d’arrivée du chemin C.
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Démonstration : Par construction, une aréte (vy,v,) fait partie du graphe de réduc-
tions G, si et seulement s’il existe une chaine de réduction ¢ et une hypothése hg tels que
v; = et vy = - hy. Notons alors H,,(c) 'ensemble des hypothéses h telles que vy = c-h.
Cet ensemble est non vide, car il contient au moins hy. Nous avons de plus vu que pour
tout ¢ tel que ¢ = ¢ = vy, si ¢- h = vy alors ¢ - h = vy. Autrement dit, pour tous ¢, ¢ tels
que v; = ¢ =7¢, on a H,(c) = H,(c) : c’est une quantité qui ne dépend pas de ¢ mais
uniquement de v, aussi pouvons nous aussi la noter i, _,,.

Soit maintenant v; un sommet du graphe de réductions G, et v5 et v3 deux sommets dis-
tincts adjacents a v;. Soit alors he € H,, ., et hs € H,,_,,, deux hypothéses de réductions
correspondant & deux arétes distinctes d’origine v;. Alors on a nécessairement hy # hs, car
si ¢ est une chaine de réduction telle que v; = ¢, alors on a ¢ - hy = vy # v3 = ¢ - hs.

Nous étiquetons alors chaque aréte (v, v9) du graphe de réduction par I'ensemble H,, _,,
(de plus, on mémorise pour chaque hypothése ’ensemble des régles pouvant la générer, ainsi
que les qualités associées). Nous pouvons alors construire la surjection ¢ du théoréme par
récurrence sur la longueur d'une chaine de réduction, de la maniére suivante :

— A la chaine vide, on associe le chemin stationnaire : p(c) = ().

— A la chaine ¢ réduite & une hypothése hq, on associe 'unique v; tel que h € Hp,,, et
donc ¢(hy) = (0,v1) (Pexistence de v; est garanti par construction de 'arbre, et son
unicité par la démonstration ci-dessus). On note alors qu’on a bien e(p(c)) = vy =
E(c).

— Supposons connu ¢ sur I’ensemble des chaines de longueur inférieure ou égale a n
(avec m > 0), soit alors une chaine ¢ = hy---h, - h,11 une chaine de longueur
n+ 1. Notons (0, vq,...,v,) = ¢(hy - hy) le chemin associé a la sous-chaine initiale ¢/
de longueur n. Par hypothése de récurrence, on a e(¢(c’)) = E(¢') = v,. Donc, par
construction du graphe de réductions, v, posséde un voisin v, tel que E(c'-h, 1) =
Upt1 : cela veut aussi dire que h,,, appartient a H, ce qui implique 'unicité
de vp41.

Ainsi, nous pouvons définir ¢(c) a partir de ¢o(¢’) = (0, v1,...,v,) en posant p(c) =
(0,01, ..., Vn, Vpt1) O Upyp est Punique sommet tel que hyq € Hyp o,y -
La fonction ¢ associant un unique chemin d’origine () dans G, a toute chaine de réduction ¢
est donc bien définie. De plus, si C = (0,vq,...,v,) est un chemin dans G, d’origine (),
soit alors hy un élément de Hy_.,,, et, pour tout ¢ € [2,n], soit h; un élément de H,, | _.,,.
Alors la chaine ¢ = hy ... h, vérifie p(c) = C, d’ou la surjectivité de ¢.

n—Un+41)

Nous avons donc défini une correspondance entre les chaines de réduction et les chemins
possibles dans le graphe de réductions. De plus, nous avons vu qu'’il était possible d’associer
un graphe « image » a chaque sommet du graphe de réductions, correspondant a I'appli-
cation de l'effet associé au sommet en question sur le graphe initial. L’effet d’une chaine
de réduction ¢ correspondant au dernier sommet du chemin ¢(c) associé a cette chaine, le
graphe de réductions peut donc étre utilisé, tout comme 'arbre de réductions, pour faire
le lien entre les chaines de réduction et les graphes résultants de leurs applications.

Ainsi, dans le cas d’un apprentissage guidé, nous chercherons a favoriser les chemins
menant & un résultat proche de la vérité terrain, en renforcant les régles d’oti sont issues les
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hypothéses apparaissant sur ce chemin, au détriment des régles dont les hypothéses émises
se trouvent sur des chemins s’éloignant de la vérité terrain. Nous utiliserons ici le méme
type d’approche que dans le cas des arbres de réductions.

Construction du graphe de réductions

La construction est similaire a celle utilisée dans le cas des arbres de réductions. La
principale différence est que la sélection d'une hypothése n’entraine pas nécessairement la
création d’un nouveau sommet : si I’ajout de I’hypothése a la chaine en cours de construc-
tion produit un effet déja connu, le sommet représentant cet effet est utilisé, et il n’est donc
plus nécessaire de continuer ’exploration de cette branche. Cela présente deux avantages
principaux :

— La présence de boucles ne perturbe pas la construction du graphe de réduction,
contrairement a ce que l’on avait avec les arbres de réduction ou l'on pouvait se
retrouver avec une branche infinie. Si de telles boucles sont en principe exclues du
processus de construction du fait du gain d’abstraction obligatoire pour chaque ré-
duction, nous avons vu qu’elles étaient toutefois nécessaires pour traiter certaines
situations (retour en arriére en cas d’échec lors de I'application d’une séquence de
régles élémentaires)

— Lorsque 'on atteint un sommet déja exploré, ses successeurs sont déja connus : il n’est
donc plus nécessaire de poursuivre ’exploration de cette branche. Dans le cas ou I’'on
construit un graphe partiel, ou les algorithmes utilisés ne peuvent explorer qu’un
nombre donné (et généralement faible) de branches a la fois, cela peut donc libérer
des ressources pour 'exploration d’une autre branche (qui peut éventuellement étre
une branche non explorée du sommet venant d’étre atteint).

D’une maniére générale, les graphes de réductions sont plus petits que les arbres de
réductions, du fait de I'identification des sommets correspondant a l’application de chaines
d’effets identiques. Il est toutefois difficile de déterminer le nombre de sommets nécessaires
pour représenter un graphe de réductions complet : il dépend non seulement du nombre
de sommets du graphe initial, mais aussi du nombre de symboles (et plus précisément
de la longueur maximale d’une séquence de symboles dont le niveau d’abstraction croit
strictement), et de la taille des noyaux de contraction. Cependant, la propriété suivante
nous montre que méme en ne considérant que les contractions, on ne peut éviter un nombre
exponentiel de sommets dans le graphe de réductions par rapport au nombre de sommet
du graphe image :

Propriété 6 Le nombre de fagons d’effectuer des contractions sur le graphe initial est au
moins en 2" dans le pire des cas, sin est le nombre de sommets du graphe initial. Autrement
dit, st [’on ne considére pas les changements de symboles, mais que [’'on n'impose aucune
contrainte sur les régles de réduction, le graphe de réductions peut contenir plus de 2"
sommets. Notons que [’on peut aussi majorer le nombre de sommets par une quantité de
lordre de n™.
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Démonstration : Donnons nous un ordre < sur I’ensemble des sommets du graphe image.
Soit ¢ une chaine de réduction, et intéressons nous aux différents noyaux de contraction
présents dans son effet F(c). Chaque contraction diminuant le graphe image d’au moins un
sommet, nous savons que F(c) contient au plus n— 1 noyaux de contraction. Soit un noyau
K = {vy,...,v,} présent dans E(c) et tel que p < 2. Nous pouvons supposer les indices
choisis de telle sorte que v; < --- < v, et décomposer K en un unique ensemble de p — 1
couples K’ = {(v;,vi1) 1 i € [1,p — 1]}. Cette décomposition est unique, et permet aussi
de reconstituer K.

De plus, si 'on effectue cette décomposition pour deux noyaux K; et Ks, nous avons
K| N K}, =0, et mieux, la réunion K| U K} permet de reconstituer K; et K, (les noyaux
K et Ky étant compatibles, il n’ont pas de sommets en commun, et il est donc possible de
séparer les couples de la réunion en ceux issus de K7 et ceux issus de K}). Cette propriété
reste vraie pour un nombre quelconque de noyaux de contraction, tant que ces derniers
contiennent au moins deux éléments.

Si ’on ne considére que les contractions, tous les noyaux de contraction présents dans
E(c) sont a deux éléments au moins, et 'on peut donc appliquer le résultat précédent a
I'ensemble des noyaux de contraction de F(c). L’ensemble des noyaux de contraction de
E(c) peut donc s’écrire sous la forme d’un ensemble de couples K’ C {(vy,v5) € V% : vy <
vg, } (ot V est I'ensemble des sommets du graphe image), et cet ensemble K’ permet de
reconstituer K. Autrement dit, I’application qui & un ensemble de noyaux de contraction
d'un E(c) associe le K’ correspondant est injective. Cela signifie donc que le nombre de
valeurs différentes possibles pour E(c) si I'on ignore les changements de symboles (c’est a
dire si I’on ne considére que les noyaux de contraction) est majoré par le nombre de valeurs
que peut prendre K’.

On a K' C Ky = {(v1,v2) € V? : v; < w9, }, or |Ky| = n(n —1)/2. On peut donc en
déduire que le nombre de possibilité p pour les valeurs de K’ est majoré par 215!, c’est a

dire que :
2112 n2
P < 2P =n)/2 \/ o < V2

Une meilleure majoration, ainsi qu'une minoration est toutefois possible, en analysant
la fagon dont K’ est défini. En effet, chaque couple (vy,vs) présent dans K’ correspond a
une contraction de deux sommets : il ne peut donc y en avoir que n — 1 au plus. De plus,
chaque sommet ne peut apparaitre que dans deux couples au plus, une fois dans le premier
sommet d’un couple, et une fois dans le second. En particulier, les v; de chaque couple
sont différents, et donc, s’il y a k couples, il y an(n—1)---(n—k+1)/k! facons de choisir
les v1. De méme pour les vy, qui doivent de plus étre différents des vq, ce qui donne donc
(n—1) - (n— k) possibilités (il s’agit uniquement d’une majoration, car on ne tient ici pas
compte du fait que v; < vy dans chaque couple). Ainsi pour définir les k couples, il y a
entre n(n —1)---(n—k+1)/kl et n(n —1)?---(n — k + 1)*(n — k) /k! possibilités.
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On peut donc écrire :

— nn—1)---(n—k+1) — nn—12---(n—k+1)>*n-k)
<p<
k! k!
k=0 k=0
n—1 n—1
D.Cho<p< ) Ciln—1)---(n—k+1)
k=0 k=0
n—1 n—1
Y CF <p< Y Chn—1)*!
k=0 k=0
nnfl
2" <p<
n—1

On peut de méme montrer que les changements de symboles peuvent, dans le pire des
cas, introduire un nombre exponentiel (supérieur a s™ ou s est la longueur maximale d’une
séquence de symboles de niveaux d’abstraction strictement croissants) de sommets dans
le graphe de réductions. Ces deux résultats nous montrent que, comme c’était le cas dans
le cas des arbres de réductions, il pourra ne pas étre possible de construire un graphe
de réductions complet, et il sera donc nécessaire de construire des graphes de réductions
partiels. La construction de tels graphes est similaire a celle des arbres de réductions
partiels, et n’est donc pas détaillée ici.

Graphes de réductions et apprentissage

De méme que pour la construction, ’apprentissage a 'aide des graphes de réduction
est similaire au cas des arbres de réductions, et des algorithmes similaires a ceux étudiés
pour les arbres de réductions pourront donc étre utilisés. Le principal intérét du graphe de
réductions sur les arbres de réductions est, comme nous 1’avons vu plus haut, la possibilité
d’introduire ’exploration d’une nouvelle branche chaque fois qu'une branche se « raccorde »
a une branche déja explorée. Le faible nombre de branches explorées dans les cas des arbres
de réductions était le principal facteur limitant les possibilités d’apprentissage, aussi la
possibilité de détecter les chemins déja explorés pour pouvoir en explorer d’autres s’avére
étre un avantage certain. Cependant, il n’est pas possible de garantir que ce gain soit non
négligeable.

En fait, le principal probléme dans le cas des arbres de réductions était que le nombre
de branches explorées était le plus souvent négligeable par rapport a la hauteur de ’arbre.
Dans le cas du graphe de réductions, le méme probléme apparait, c’est a dire que le nombre
de branche explorées est négligeable par rapport au rayon du graphe, mais les chemins dans
le graphe sont mieux maitrisés, de sorte que 'on arrivera plus facilement a le diviser en
sous-chemins plus courts, et donc plus facile a apprendre & partir d’'un nombre limité de
branches explorées.

Notons d’abord que contrairement aux arbres de réductions, pourvu que la vérité ter-
rain précise les champs réceptifs de chacun des sommets du graphe final, alors le sommet a
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atteindre dans le graphe de réduction est unique. Ainsi, on recherche maintenant un che-
min entre deux sommets précis du graphe de réduction, et non un chemin entre la racine
et un ensemble de nceuds comme dans le cas des arbres de réductions. Il est alors pos-
sible d’estimer la distance dans le graphe de réduction entre un sommet quelconque et le
sommet objectif, pour raffiner la mesure de qualité choisie (il est méme possible d’utiliser
directement 'inverse de cette distance comme mesure de qualité).

Soit maintenant s; et s; deux sommets du graphe de réductions, tels que tout chemin
issu de s; passe nécessairement par s,. Alors on dira que s, est un successeur forcé de sq,
et dans ce cas les poids des régles n’ont aucune influence entre s; et so. En particulier, si so
est le sommet objectif, alors il suffit d’atteindre s; pour réussir apprentissage. De méme,
si s1 est le sommet de départ, il est possible d’ignorer ce qu’il se passe entre s; et s; et
de commencer ’apprentissage en considérant s, comme le sommet initial. D’'une maniére
générale, la détection du successeur forcé d’un sommet dans un graphe de réduction permet
réduire la taille du chemin analysé et donc le rayon « apparent » du graphe, facilitant ainsi
I’apprentissage.

Notons toutefois que les sommets possédant un successeur forcé sont généralement peu
nombreux si les régles sont suffisamment riches. De plus, la détection d’un successeur forcé
demande en général I’analyse du graphe complet, qui n’est pas accessible. Il est en revanche
possible d’effectuer cette analyse dans le graphe partiel afin de détecter des successeurs
forcés apparents. Du fait du nombre limité de branches présentes dans le graphe partiel, la
probabilité qu’un sommet ait un successeur forcé apparent est bien plus grande que celle
qu’il ait un successeur forcé réel. Intuitivement, si le graphe partiel est construit comme
I’étaient les arbres partiels dans la section précédente, si un sommet s posséde un successeur
forcé apparent s', cela signifie qu'une légére modification des régles ne changera pas le fait
que s’ succede a s : pour éviter &, il est donc nécessaire de modifier grandement les régles.
Au contraire, si s’ s’avére étre une bonne transition, il sera possible de modifier légérement
les régles de fagon & influer sur les réductions aprés s’ sans pour autant perdre la transition
de s vers .

Alinsi, nous effectuerons 'apprentissage de la méme maniére que dans le cas des arbres de
réductions, mais en essayant de détecter un éventuel successeur forcé apparent du sommet
en cours de considération (c’est a dire celui pour lequel on essaie de dériver un maximum
de branches lors de la construction du graphe partiel). Si un tel successeur est trouvé,
on tente alors de construire une branche qui « évite » ce successeur (en considérant les
transitions possibles vers des sommets non explorés). Si cette construction échoue aprés
un nombre déterminé de tentatives, le successeur est considéré comme un successeur forcé
réel, et ’apprentissage peut alors reprendre a partir de ce dernier.

Dans le cas contraire, deux situations se présentent, suivant la qualité des alternatives
trouvées au successeur forcé apparent :
— Si le successeur forcé apparent est de meilleure qualité que toutes les alternative
trouvées, celui si est traité comme un successeur forcé réel : 'apprentissage reprend
a partir de ce dernier.
— Sinon, les poids des régles sont modifiés de facon a diriger la construction vers la
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meilleure alternative. L’apprentissage reprend ensuite a partir du sommet initial.
Notons que plutot que de systématiquement considérer la meilleure alternative trouvée,
on peut préférer considérer le successeur forcé apparent comme un successeur forcé réel si
la qualité de la meilleure alternative trouvée n’est pas suffisamment au dessus de celle du
successeur forcé, de fagon a profiter de la stabilité aux légers changements de régles dont
bénéficie ce dernier.

Ainsi, lorsqu’un successeur forcé est détecté, il constitue une sorte de point d’arrét pour
le processus d’apprentissage. Si ce dernier n’est pas jugé suffisamment bon, le processus
reste bloqué a la position en cours jusqu’a trouver une meilleure solution. En revanche, si le
successeur est jugé fiable, 'apprentissage peut directement passer a ce dernier en ignorant
tous les sommets intermédiaires sur le chemin entre le sommet initial et son successeur.
Nous avons donc un apprentissage par blocs de tailles réduites chaque fois qu’un successeur
forcé est trouvé, de sorte que le nombre de branches explorées n’est plus nécessairement
négligeable devant le rayon de la partie intéressante du graphe de réductions. On peut donc
s’attendre a obtenir un meilleur apprentissage que dans le cas précédent.

4.4.3 Graphe de réductions de I’ensemble des graphes

Jusqu’a présent, nous n’avons étudié que des structures permettant de représenter 1’es-
pace des chaines de réductions associées a un graphe image donné. Nous souhaitons ce-
pendant pouvoir réduire n’importe quel graphe image & partir du processus défini dans la
partie précédente et des régles ainsi apprises. En ’absence d'un modeéle « global » pour
représenter ’ensemble des chaines de réduction, il n’est pas possible de montrer si I'appli-
cation successive des algorithmes décrits plus haut & un ensemble de graphes a réellement
un sens ou non. Nous présentons donc maintenant un modeéle plus global, sous la forme du
graphe de réductions d’un ensemble de graphes.

L’idée est la suivante : plutot que de ne définir le graphe de réductions que pour un
unique graphe Gy, nous allons définir un graphe de réduction pour chaque graphe G de
I’ensemble considéré, et nous identifierons les sommets équivalents de ces différents graphes
de réductions. Le principal probléme ici est de reconnaitre les sommets de deux graphes
distincts qui sont effectivement « équivalents ».

Pour cela, deux approches sont envisageables :

— considérer les sommets des graphes de réductions non pas comme les effets des chaines
de réductions associées, mais comme les graphes résultants de l'application de ces
chaines sur le graphe initial,

— ou bien considérer tous les graphes initiaux comme s’ils étaient eux méme dérivés
d’un graphe « ancétre » commun.

Nous avons déja discuté de la premiére approche dans le cas des graphes de réductions
simples, et nous avons vu qu’elle posséde un certain nombre d’inconvénients, en particulier
celui d’identifier deux graphes identiques par « accident », ou encore la difficulté accrue
pour identifier deux sommets identiques (il est nécessaire pour cela de déterminer si deux
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graphes sont isomorphes, ce qui est plus complexe que la simple comparaisons bit a bit
dans le cas standard).

Nous lui préférerons donc la seconde approche, qui nous semble plus significative, du
moins tant qu’un ancétre valable peut étre déterminé. Dans le cas d’une image discréte, cet
ancétre peut simplement étre le graphe représentant la grille de pixel dans la plus haute
résolution utilisable, et dans lequel chaque sommet aurait le méme symbole spécial, défini
comme étant le symbole de niveau d’abstraction le plus bas et dont dériveraient tous les
autres symboles.

Dans un tel graphe de réduction, chaque graphe G; de la base d’apprentissage doit
pouvoir étre vu comme un sommet s; du graphe de réduction. Dans le cas ou la premiére
approche est utilisée pour représenter le graphe de réductions, cela est trivial. Ca I’est moins
dans le cas ou la seconde approche a été choisie : il faut en effet connaitre la facon dont
le graphe ancétre se réduit en ;. Dans le cas d’une image discreéte, il suffit par exemple
de connaitre ’ensemble des pixels représentés par chaque sommet du graphe image initial.
L’objectif de ’apprentissage est alors de modifier les poids des régles de facon a minimiser
I’erreur totale associée aux différents états finals.

Lors de I’apprentissage, il est possible d’appliquer les algorithmes décrits dans la par-
tie précédente successivement & chacun des sommets initiaux s;. A chaque étape, ’erreur
associée a la réduction de s; diminue, mais celles associées aux autres éléments de la base
d’apprentissage peut augmenter. Une autre approche, plus fiable, mais ne pouvant étre
mise en pratique que dans le cas d’'un nombre limité d’éléments dans la base d’apprentis-
sage, consiste a développer simultanément les branches du graphe de réductions issues de
chacun des états initiaux. La construction est similaire a celle décrite précédemment, seul
change le fait que le point de départ n’est pas unique. L’apprentissage se fait alors en cher-
chant & minimiser 'erreur moyenne (ou l'erreur quadratique) de ’ensemble des branches.
Il est bien sur possible de combiner ces deux approches en effectuant successivement des
apprentissages sur différents sous ensembles de la base d’apprentissage, si cette derniére
est trop grande pour pouvoir étre apprise via la seconde approche uniquement.

Notons enfin que les différentes branches explorées font partie d’'un méme graphe. Il est
donc en particulier possible que deux branches se rencontrent. Si tel est le cas, les deux
branches ne peuvent plus se séparer, et les résultats des deux réductions seront donc les
mémes. En particulier, si deux sommets initiaux s; et s, doivent se réduire en des graphes
trés différents, la fusion des deux branches doit alors étre interprétée comme une mauvaise
réduction. Inversement, si les deux sommets initiaux doivent se réduire en des graphes
identiques ou trés proches, la fusion des deux branches et généralement désirable. Ainsi,
lors de I'apprentissage, on pourra donc favoriser ou défavoriser le développement de telles
branches fusionnées, de maniére a4 en améliorer 'efficacité.



Chapitre 5

Evolutions dynamiques du modéle

Dans les parties précédentes, nous avons présenté un modéle de construction et de
représentation d’une image, et nous avons proposé différentes méthodes pour apprendre
certains parameétres des régles entrant en jeu dans le processus de construction. Dans
cette partie, nous allons présenter et étudier différentes méthodes pour faire évoluer notre
modeéle de maniére dynamique, en fonction des données présentes en entrée, ou encore d’un
objectif ponctuel. Cela différe donc des processus d’apprentissage proposés dans la partie
précédente du fait que nous n’avons ici pas de base d’apprentissage a proprement parler :
il s’agira d’adapter au mieux les régles de construction aux données ou au probléme traité.

Nous nous intéresserons donc principalement a deux types de processus : I’adaptation
du processus de réduction a I'image en cours de traitement a l’aide d’un processus de rétro-
propagation, et le ciblage de la construction par rapport a un probléme donné. Nous nous
intéresserons aussi a un processus a mi-chemin entre l'apprentissage, tel que décrit dans
la partie précédente, et 'adaptation, décrite dans la suite cette partie, visant & accélérer
la construction d’une pyramide en introduisant des régles de « synthése ». Notons enfin
que nous utiliserons selon les cas les formalismes de pyramides de graphes ou de chaines
de réduction.

5.1 Accélération des réductions

Dans cette section, nous proposons une méthode pour accélérer le processus de ré-
duction en introduisant des régles de « synthése », émettant des hypothéses dont I'effet
est équivalent a celui de l'application successive de plusieurs hypothéses. Ainsi, si par
exemple hq - - - h,, est une chaine de réduction, nous pourrons introduire une régle émettant
une hypothése H telle que E(H) = E(hy---h,). En appliquant H au lieu de chacune des
hypotheéses h; a h,, il est donc possible d’obtenir en une seule opération le graphe résultant
de ’application des n hypothéses : le nombre de transformations a effectuer est donc réduit.
De plus, il n’y a plus qu’une seule étape de réduction, ce qui signifie que ’exploration, qui
est la phase la plus cotiteuse du processus de réduction, n’est effectuée qu’une seule fois
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pour réduire ’ensemble de la chaine.

Si 'intérét principal d’une telle opération est d’accélérer le processus de construction,
elle peut aussi étre utilisée pour fiabiliser I'apprentissage, si I’on se place dans le cadre d'un
apprentissage utilisant un graphe de réduction, comme nous ’avons étudié¢ dans la partie
précédente. Soient n et n’ deux sommets du graphe de réductions. Supposons alors que
n' est un successeur forcé de n : par définition du successeur forcé, tout chemin issu de
n jusqu’a un sommet final passe par n'. L’objectif ici sera d’introduire une régle capable
d’émettre une hypothése permettant de passer directement de n a n’ : le successeur forcé
peut alors étre atteint en une seule étape, d’otl un gain en vitesse. Mais le méme processus
peut étre appliqué a un successeur forcé apparent. Nous avons en effet vu que dans cer-
tains cas, le successeur forcé apparent était considéré comme un successeur forcé réel, ce
dernier étant atteint méme aprés une légere modification des poids des regles. Cependant,
une modification trop importante des poids peut rompre cette hypothése, de sorte que
le successeur forcé apparent n’est plus atteint, faussant ainsi les réductions suivantes. En
introduisant une régle de poids élevé et permettant d’atteindre directement le successeur
forcé apparent, il est possible de modifier plus librement les poids des autres régles tout en
restant assuré que la réduction prévue aura bien lieu.

Afin de définir les régles que nous allons utiliser pour accélérer la construction ou fiabi-
liser apprentissage, il nous faut dans un premier temps préciser dans quels cas ces régles,
dites de syntheése, devront étre appliquées. Deux éléments principaux sont a considérer :

— Une regle de synthése ne doit émettre une hypothése H que s’il est possible de
construire a partir des autres régles une chaine hy - - - h, qui soit telle que F(H) =
E(hy---hy).

— Il faut tenir compte des interactions entre les hypothéses : supposons que deux chaines
ri = hy---hy - h,(:ll . hle) et 1o = hy---hy - h,(jzl - -h;l,) puissent étre émises par
les régles, et qu’il existe une régle de synthése pour rq, susceptible donc d’émettre
une hypothése H telle que E(H) = FE(ry). Si maintenant h,(jzl emporte sur h,(:ll,
I’hypothése H ne doit pas s’appliquer : la régle de synthése ne doit donc pas émettre
d’hypothése dans ce cas, ou ’émettre avec un poids suffisamment faible pour qu’elle
ne soit pas sélectionnée.

Notons que ce second point ne doit étre strictement vérifié que dans le cas ot les régles de
synthése ont pour but ’accélération du processus de réduction. En effet, lorsqu’elles sont
utilisées pour fiabiliser I’apprentissage, appliquer I’hypothése de synthése méme si les poids
des régles favorisent I'exécution de la chaine ry au lieu de la chaine r; permet de forcer
I'exécution de r; (ou plutot d’une unique hypothése dont effet est le méme que celui
de la chaine ry) lorsque le sommet du graphe de réductions correspondant a Papplication
de 7y sur le graphe en cours de traitement est un successeur forcé apparent du sommet
correspondant au graphe courant.

Dans la suite de cette section, nous allons donc examiner plus en détail dans quels cas
les régles de synthéses devront ou ne devront pas s’appliquer. Nous proposerons ensuite
d’utiliser des régles basées sur les régles « motifs » étudiées dans la troisiéme partie de
cette thése pour définir les régles de synthéses. Nous préciserons ensuite les spécificités
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dans la définition des régles de synthéses selon que leur role est uniquement d’accélérer
la construction ou encore de fiabiliser 'apprentissage. Dans toute cette section, nous nous
placerons dans le cadre des chaines de réductions uniformes, c’est a dire qu’a chaque étape,
la meilleure hypothése est appliquée.

5.1.1 Application des régles de synthése

Notons dans un premier temps que les régles de synthése sont elles méme des régles
« standard », en ce sens que les hypothéses émises ont la méme forme que celle pouvant étre
émises par n’importe quelle autre régle. En particulier, elles sont constituées d’un unique
noyau de contraction, et d’un unique symbole de sortie. Il n’est donc pas possible d'utiliser
ce formalisme pour définir des régles capables de contracter plusieurs parties différentes du
graphe, ou encore de modifier les symboles de plusieurs sommets de ce dernier. Ainsi, une
chaine de réduction r = hy - - - h,, pourra étre réduite en une hypothése de synthése si et
seulement si son effet £(r), tel que défini dans la partie précédente, est réduit a un singleton.
Nous nous proposons dans un premier temps d’obtenir une meilleure caractérisation des
chaines pouvant étre réduites.

Soit r = hy - -+ h, une chaine de réduction. Soit alors h I'une des hypothéses de cette
chaine. Considérons ’application :

. < {h1,...,hp} — P{Hh1,...h})
"\ h — {hi,i € [1,n] : k(h;) Nk(h) # 0}

qui & une hypothése h associe I’ensemble des hypothéses de la chaine qui sont incompatibles
avec h. La notation x(h) fait ici référence au noyau de contraction défini comme dans la
partie précédente, c’est a dire comme la liste des régions contractées par I’hypothése h.

On peut alors étendre ¢, en une application ¢, définie sur un ensemble d’hypothéses en
posant z,(H) = U, tr(h). Nous pouvons alors définir (¥, la composée k-iéme de ¢,, en
posant :

— 1, = Id, est I'identité sur ’ensemble des hypothéses présentes dans la chaine r,

— 1, =, est I'application qui associe a une hypothese toutes les hypotheses incompa-
tibles de la chaine de réduction r,

— et (fFT =17,0.% pour k > 1, est Papplication qui associe a une hypothése h ’ensemble
des hypothéses i’ « incompatibles a distance k + 1 » avec h, c’est a dire telles qu’il
existe une séquence d’hypothéses h = hy,,, hy,, ..., hy,., = I/, ot pour tout i, h,, et

hy,., sont incompatibles.

Notons que pour toute hypothése h, on a h € «.(h), et par conséquent H C z,.(H). On
en déduit que, pour une toute hypothése h, la suite (F(h))ren est croissante au sens de
I’inclusion. De plus, cette suite est majorée par I’ensemble de toutes les hypothéses présentes
dans r, c’est a dire par un ensemble fini. On en déduit donc que la suite stationne, et I’on

note ¢ (h) sa limite, que I'on appelle cloture incompatible de h dans r. Notons que :

()= [ h(h) = lim dE(h) = ()

k——4o00
keN

0
r
1
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Pour montrer la derniére égalité, il suffit de remarquer que A’ est dans (*(h) si et seulement

s’il existe une séquence d’hypothéses présente dans r, commencant par h et finissant par
h', de longueur k + 1, et telle que deux hypothéses consécutives soient incompatibles.
Considérons alors la plus petite séquence commencant par h, finissant par A’ et telle que
les hypotheses consécutives soient incompatibles. Notons h,,,, ..., h,, cette séquence, ou [
est la longueur de cette séquence. Supposons que [ > n, il existe alors nécessairement ¢ < j
deux indices tels que h,, = h,, car il 0’y a que n hypothéses différentes dans r. Mais la
séquence hy,,, .. By By s oo By, vérifie les hypothéses et est strictement plus petite que la
séquence initiale, ce qui contredit I’hypothése de minimalité. Par conséquent, la longueur
minimale [ d'une séquence vérifiant les hypothéses décrite plus haut est nécessairement
inférieure ou égale & n, ce qui signifie que si k' appartient a (*(h), il appartient aussi a

UI71(h) avec | < n, et donc a "1 (h).

La propriété suivante nous permet alors de caractériser les chaines pouvant étre réduites
en une hypothése de synthése :

Propriété 7 Soit r = hy - - h,, une chaine de réduction (non vide). Alors son effet E(r)
est réduit a un singleton si et seulement la cloture incompatible de 'une des hypothéses est
égale a [’ensemble des hypothéses de r. Notons de plus que st la cloture incompatible de
['une des hypotheéses est égale a [’ensemble des hypothéses de r, cela est vrai pour toutes les
hypotheéses de r, autrement dit :

E(r) est un singleton <= 3i, . (h;) = H(r) <= Vi, (h;) = H(r)
(ou H(r) représente ’ensemble des hypothéses qui apparaissent dans r)

Démonstration : Montrons d’abord que 3i, ¢ (h;) = H(r) < Vi, (h;) = H(r). Suppo-
sons donc l'existence de h; telle que ¢ (h;) = H(r). Soit maintenant j quelconque dans
[1,n], on a par définition h; € H(r), donc h; € ¢ (h;). Il existe donc une séquence d’hy-
pothéses de H(r) incompatibles de proche en proche de h; a h;. En lisant cette séquence
« & l'envers », il existe donc une séquence d’hypothéses de H(r) de h; & h; incompa-
tibles de proche en proche. Soit alors h une hypothése quelconque de H(r), alors il existe
une séquence d’hypothéses de H(r) incompatibles de proche en proche de h; a h (car
h € v} (h;) = H(r). En concaténant ces deux séquences, nous avons donc une séquence de
h; & h vérifiant les propriété requises, c’est a dire que h € ¢, (h;). Ceci étant vrai pour tout
h € H(r), on en déduit que ¢f(h;) D H(r), mais comme ¢ (h;) C H(r) par définition, on
a bien ¢ (h;) = H(r) pour tout j dans [1,n]. La réciproque est triviale, car la chaine est
non vide.

Montrons maintenant que E(r) est un singleton < i, .7 (h;) = H(r). Soit h; tel que
tf(h;) = H(r), et supposons par ’absurde que F(r) contienne au moins deux noyaux de
contractions. Soit s; et sy deux sommets pris dans chacun de ces deux noyaux de contrac-
tion, et hg, et hg, deux hypotheses admettant s; et so dans leurs noyaux de contraction.
On a alors hy, € H(r) = 1 (hs,), donc il existe une séquence d’hypothéses hy, = hl, ...,
hj, = h, incompatibles de proche en proche. Pour tout p € [1, k — 1], nous avons h; et h; .,
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incompatibles, donc on peut trouver un sommet 81/0 présent dans les noyaux de contraction
de hzlo et h1’0+1. Or apreés application d’une hypothése, I’ensemble des sommets d’un noyau
de contraction se retrouvent contractés dans un méme sommet final, donc I’application de
'hypothése Ay, contracte s, ; et s, dans un méme sommet, pour tout p dans [1,k] (en
posant s, = s et s, = S9). On en déduit donc que s; et sp sont contractés en un méme
sommet par la chaine de réduction, ce qui contredit leur appartenance & deux noyaux dis-
tincts. On en déduit donc que E(r) ne contient qu'un noyau de contraction et est donc
réduit a un singleton.

Enfin, pour montrer la réciproque, raisonnons par récurrence sur la longueur de la
chaine de réduction considérée. Pour une chaine ne contenant qu’une seule hypotheése, le
résultat est trivial. Considérons donc une chaine de longueur n, et supposons le résultat
vrai pour toute chaine de longueur strictement inférieure & n. Supposons qu’il existe un
h; tel que ¢f(h;) # H(r). Il nous faut montrer que sous ces conditions, F(r) n’est pas
réduit & un singleton. Considérons alors la chaine de réduction 7/, obtenue en supprimant
de r toutes les hypothéses n’appartenant pas a ¢ (h;). La chaine 7’ étant strictement plus
petite que r, la propriété est vraie pour 7/, par hypothése de récurrence. Alors E(r') est
nécessairement réduit & un singleton. En effet, si cela n’était pas le cas, nous aurions
o (hi) = o) (hy) # H(r"), ce qui contredit la définition de 7. Mais si E(r') est un singleton,
alors par construction F(r) ne peut étre un singleton que si au moins 'une des hypothéses
h de H(r)\ v} (h;) est incompatible avec une hypothese de H(r') = ¢ (h;). Mais dans ce
cas, on a h € 1t (h;), ce qui contredit la définition de h, d’otu le résultat.

Il est donc possible de caractériser les chaines qui pourront étre réduites en une hy-
pothése de synthése en calculant ¢ (h), pour une hypothése h quelconque de la chaine
considérée, et en testant si toutes les hypothéses de la chaine en font partie. Une méthode
simple pour faire cela consiste a tracer le graphe d’incompatibilités de la chaine, c’est a dire
le graphe dont les sommets sont les hypothéses présentes dans la chaine, et tel qu’il existe
une aréte entre deux sommets h et b’ si et seulement si h et A’ sont incompatibles, puis a
tester la connexité de ce graphe (en effet, ;7 (h) n’est autre que la composante connexe de
h dans le graphe d’incompatibilités).

Nous avons vu comment caractériser les chaines susceptibles d’étre réduites en une
hypothése de syntheése. Il est toutefois aussi nécessaire de déterminer les conditions d’ap-
plication de la régle de synthése. En effet, s’il est possible de définir les régles de synthése
comme s’appliquant a un graphe isomorphe au graphe sur lequel la chaine initiale s’ap-
plique, il s’agit la d’une contrainte trop forte pour permettre une quelconque généralisation.
Les régles standard ne travaillant que localement au voisinage du sommet sur lequel elles
s’appliquent, il est naturel de proposer le méme type de fonctionnement pour les régles de
synthése. Comme nous ’avons annoncé plus haut, une régle de synthése doit s’appliquer
lorsque le graphe est tel que chacune des hypothéses constituant la chaine de réduction a
réduire puisse étre émise, et que ces hypothéses I’emportent sur les autres hypothéses lors
de la sélection.

La détection de la possibilité d’application des régles a I'origine de la chaine de réduction
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F1G. 5.1 — Conflit entre une chaine h; ---hg et une hypothése h” issue de l'application
d’hypothéses a distance (ici b’ et h”). Le probléme apparait lorsque le poids de A" est

supérieur & celui de hy, et que A’ et h” ont été appliquées aprés hy : h” n’est donc pas
détectable lorsque h; est appliquée

ne pose généralement pas de probléme, du moins lorsque la région du graphe « examinée »
par la régle est locale et fixée, dans le sens ot elle ne dépend pas de paramétres a posteriori
comme les symboles présents dans certains sommets, ce qui est le cas avec les régles que
nous avons présentées, que ce soient les régles motifs ou les régles élémentaires. Soit r =
hy---h, une chaine de réduction, et notons R; la régle a l'origine de I’hypothése h; (on
peut éventuellement avoir R; = R; pour certains ¢ # j). Il suffit alors de considérer,
pour chaque hypothése h;, le sous-graphe G; du graphe image examiné par la régle R;.
Le graphe examiné par la régle de synthése sera alors exactement le sous-graphe G’ du
graphe image, obtenu en réunissant tous les G;, c’est a dire le graphe dont I’ensemble des
sommets (resp. arétes) est la réunion des ensembles des sommets (resp. arétes) de chacun
des G;. Pour pouvoir appliquer la régle de synthése, il suffira donc de trouver dans le graphe
image considéré un sous-graphe isomorphe au graphe G’ ainsi défini, et dont les symboles
étiquetant chaque sommet correspondent aux symboles étiquetant les sommets de G’.

Il est en revanche plus délicat de détecter 1’existence d’hypothéses entrant en conflit avec
une hypothése de synthése. En fait, il n’est en général pas possible de détecter tous les cas
de conflit en se contentant d’effectuer une analyse uniquement locale. En effet, la présence
d’une hypothése s’appliquant a une distance quelconque des sommets sur lesquels s’applique
une hypothése de synthése peut, par un effet domino, interrompre ’exécution de la chaine
de réduction correspondant a I’hypothése de synthése. Dans une telle situation, 'application
de I’hypothése de synthése ne produit pas le méme résultat que 'application une a une
des hypothéses de la chaine de réduction. La figure 5.1 illustre ce probléme : si la chaine
hy - - - hg a été réduite en une hypotheése de synthése h, cette derniére ne peut s’appliquer si
R 'emporte sur h4, mais h”’ n’est émise (et donc connue) qu’aprés ’application successive
de ' et de h”. Une solution a ce probléme consiste alors & donner a ’hypothése de synthése
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F1G. 5.2 — Conflit entre une chaine et une hypothése h’ issue de l'application d’une des
hypothéses de la chaine : aprés application de hg, I’hypothése A’ est émise et est en conflit
avec ’hypothése suivante de la chaine

un poids égal au minimum des poids des hypothéses de la chaine réduite, de sorte qu’elle
ne puisse étre exécutée que si toutes les hypothéses de la chaine réduite sont meilleures que
toutes les autres hypothéses (ainsi, dans I'exemple de la figure 5.1, lorsque I’hypothése de
synthése est appliquée, hy, ho, hs et hy 'emportent tous sur b/, de sorte que h” et h"” ne
puissent étre émises avant ’application de hy).

Une telle approche n’offre toutefois que des avantages relativement limités. En effet, les
régles de synthéses ainsi définies ne produiront que des hypothéses de faible poids, et ces
derniéres seront donc peu souvent utilisées. Une autre approche consiste a tenir compte
de la distance a laquelle se trouve une hypothése susceptible de perturber ’application de
la chaine, ainsi que de la position dans la chaine ou cette perturbation risque d’avoir lieu.
Ainsi, méme s’il existe une hypothése h de poids plus élevé que 'une des hypotheéses de la
chaine, cette derniére n’annulera I'application de I’hypothése de synthése que si sa distance
par rapport aux sommets impliqués dans ’hypothése de synthése est suffisamment faible,
les risques de perturbation par effet domino étant d’autant plus faible que I’hypothése h est
a grande distance. De plus, cette annulation aura plus de chances d’avoir lieu si I'hypothése
de la chaine dont le poids est inférieur a celui de ’hypothése h apparait tot dans la chaine.

On se propose donc d’attribuer a I’hypothése de synthése un poids égal (en fait légeére-
ment supérieur) a la premiére hypothése de la chaine, puis de calculer une estimation du
risque qui, si elle dépasse un certain seuil, bloquera 'application de 'hypothése de synthése.
Comme estimation du risque R(h) causé par une hypothése h quelconque, nous proposons
d’utiliser :

~w(h)
Rik) = !H<hr Z A ) - py () - (W)

ou H_p(r) est ensemble des hypothéses de la chaine dont le poids est inférieur a celui de
h, w(h) est le poids de h, d(h,h’) est la distance dans le graphe image entre les sommets
des noyaux de contraction de h et A/, et p.(h') est la position de A’ dans la chaine 7.
L’estimation du risque R est alors défini comme étant le maximum des estimations R(h)
pour toutes les hypothéses h présentes au moment ou l'on tente d’appliquer I'hypothése de
synthése.
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Fi1G. 5.3 — Utilisation de deux régles de synthéses pour traiter le conflit : si A’ a un poids
supérieur a celui de h, ’hypothése de synthése s’ devra avoir un poids supérieure a celui
de s (et vice-versa).

En plus des conflits globaux, liés a la présence d’hypothéses susceptibles d’étre appli-
quées pendant I'exécution de la chaine réduite et de perturber la fin de son exécution,
comme nous ’avons vu plus haut, il existe aussi des conflits locaux, dis a l'apparition de
nouvelles hypothéses aprés 'application de certaines hypothéses de la chaine réduite. La
encore, ces hypothéses sont susceptibles de 'emporter sur les derniéres hypothéses de la
chaine réduite, et donc d’invalider ’exécution en une seule étape de 'hypothése de synthése
correspondant a cette chaine réduite. La figure 5.2 illustre le probléme : aprés ’exécution
de hg, Uhypothése b’ fait conflit avec I'hypothése suivante de la chaine (hypothése h). Si
le poids de A’ est supérieur a celui de h, la chaine ne peut étre entiérement exécutée, et
donc ’hypothése de synthése ne peut s’appliquer si ’on ne souhaite pas modifier le résultat
de la construction. Il est donc nécessaire de détecter ces configurations de fagon a ne pas
appliquer ’hypothése de synthése lorsqu’elles se présentent.

Nous proposons trois approches possibles pour gérer ces situations. La premiére consiste
a ne pas appliquer de traitement particulier pour prendre en charge ces conflits. Au lieu
de cela, des hypothéses de synthése sont émises pour les deux réductions possibles, et
la meilleure est choisie lors de la phase de sélection. Cela signifie donc que le poids de
ces hypothéses de synthése doit étre choisi de telle sorte que celle de poids le plus élevé
corresponde au chemin correct. La figure 5.3 présente un exemple dans la méme situation
que sur la figure 5.2. Dans cette situation, les poids de s et s’ doivent refléter les valeurs
relatives de ceux de h et de h'. D’une maniére générale, lorsque deux hypothéses de synthése
s’appliquent sur un méme graphe, les chaines de réduction correspondantes sont comparées,
de fagon a trouver la premiére hypothése de réduction qui différe dans les deux chaines. En
notant hy et hy cette hypothése dans les deux chaines, et en supposant par exemple que le
poids de hy est supérieur a celui de hq, les poids w; et wy des deux hypothéses de synthése
sont modifiés de la facon suivante :

w; = min(wy, ws)

wy, = wy+e

(ou € est une constante positive mais proche de 0, de fagon a s’assurer d’avoir w) > w?)
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Cette approche est la plus flexible, dans la mesure ou elle ne restreint pas ’application
des régles de synthése, mais n’est pas toujours exacte : tout d’abord, il faut qu'une régle de
synthése ait été définie pour I’ensemble des situations entrant en conflit, de sorte qu’une
situation nouvelle ne pourra pas étre correctement traitée. De plus, il n’est pas toujours
possible de définir une régle de synthése pour certaines situations, notamment lorsque la
chaine de réduction correspondante n’est pas réductible (c’est a dire lorsque pour 'une des
hypothéses h de la chaine de réduction r correspondante, on a ¢ (h) # H(r)).

Une seconde approche consiste a inhiber ’activation d’une régle de synthese lorsque
certains motifs locaux sont observés dans le graphe. La encore, les applications abusives
de régles de synthése ne peuvent étre prévenues que dans les situations déja connues,
pour lesquels des motifs inhibiteurs auront été définis. Ainsi, comme c’était le cas pour
la premiére approche, les hypothéses de synthése sont favorisées et peuvent s’appliquer
alors que la chaine de réduction correspondante n’aurait pas été entiérement applicable.
En revanche, et contrairement & la premiére approche, il est possible de définir des motifs
d’inhibition pour tous les cas de conflits détectés, et donc de traiter tous les cas de conflits
pourvu qu’ils aient été détectés. En contrepartie, il est nécessaire d’introduire cette notion
de motif d’inhibition, et donc de complexifier la définition des régles de synthése.

Enfin, une derniére approche consiste a n’émettre d’hypothése de synthése que si le
graphe image est localement « strictement identique » au graphe a partir duquel I'hypotheése
de synthése a été définie. Ainsi, la zone explorée du graphe par la régle de synthése se
trouve étendue : en plus de contenir chacune des zones explorées par les différentes régles
a lorigine des hypothéses de la chaine de réduction réduite, il faut aussi considérer le
voisinage des sommets du noyau de contraction (fixée, et correspondant a la distance
d’observation maximale sur I’ensemble des régles). De plus, ’appariement entre le graphe
image et le graphe motif doit étre exact (au sens ou le graphe image ne peut avoir d’aréte
supplémentaire par rapport au graphe motif), sauf éventuellement sur les « bords » du
graphe motif. Cette approche permet de s’assurer qu’aucune hypothése de synthése ne sera
émise en cas de conflit, et donc de garantir I’absence d’erreurs de réduction. En revanche,
les conditions d’émission d’hypothéses de synthése sont alors plus strictes, de sorte que leur
émission devient moins fréquentes, méme dans les cas ou leur utilisation aurait été licite.

5.1.2 Utilisation des régles motifs

Nous présentons ici comment définir les régles de synthése a ’aide des régles motifs pré-
sentées dans le troisiéme chapitre de cette thése. Rappelons rapidement qu’une régle motif
est essentiellement composée d’une configuration qui est elle-méme un graphe connexe,
et d’un étiquetage des sommets de cette configuration. De plus, il lui est aussi associé un
sous-graphe connexe de la configuration (noyau de contraction), et un symbole (symbole de
sortie). L’application d’une régle motif se fait en trouvant un appariement entre la configu-
ration et le graphe image qui respecte les symboles associés aux sommets des deux graphes.
Si un tel appariement est trouvé, une hypothése est émise, son noyau de contraction étant
le sous-graphe du graphe image apparié au sous-graphe associé a la configuration, et le
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symbole de sortie est celui associé a la régle.

Pour définir une régle de synthése sous la forme d’une régle motif, il suffit donc de
prendre comme configuration le sous-graphe exploré par la régle de synthése. Soit ¢ =
hy---h, une chaine de réduction sur un graphe G. Notons Ry, ..., R, les régles ayant
émis hq, ..., hy, et Gq, ..., G, les sous-graphes du graphe image qui ont été appariés aux
configurations des R; lors de ’émission de h;. Nous avons vu qu’une régle de synthése
devait explorer ’ensemble des sommets et arétes explorées par les différentes régles, de
sorte que sa configuration se définit naturellement en prenant la réunion des graphes G;.
De méme, si ’on note K; le noyau de contraction (sous forme de graphe) de I’hypothése h;,
alors K; est un sous graphe de G;. Le noyau de contraction pour la régle de synthése sera
alors la réunion des différents K, qui est bien un sous-graphe de la configuration de cette
régle. Enfin, le symbole de sortie est le méme que celui produit par la derniére hypotheése
de la chaine, et les symboles associés aux différents sommets de la configuration sont ceux
associés aux sommets des graphes Gj.

Cette définition n’est toutefois valable que si 'on utilise la premiére approche pour le
traitement des conflits locaux, décrit a la fin de la section précédente. La deuxiéme approche
nécessite en effet la prise en charge de motifs inhibiteurs, alors que la troisiéme réclame
la prise en charge du voisinage local des sommets contractés ainsi qu’un appariement plus
strict entre la configuration et le graphe image.

Lorsque la seconde approche est utilisée, il faut définir un motif d’inhibition lorsqu’un
conflit apparait aprés ’application d’une partie des hypothéses de la chaine. Supposons
par exemple que les hypothéses hy a hy_1 s’appliquent, mais que hy ne s’applique pas car
une hypothése hj, émise par une régle R}, entre en conflit avec hj et posséde un poids
supérieur. Notons (), le graphe apparié a la configuration de Rj pour émettre I'hypothése
h}.. Remarquons que G}, posséde au moins un sommet en commun avec Gy, donc avec la
réunion des G; (c’est a dire la configuration de la régle de synthése), car h), est en conflit avec
hi.. On appelle alors motif d’inhibition le couple (G}, ¢), ou ¢ est une fonction associant
a tout sommet de G, le sommet correspondant de la configuration de la régle de synthése
ou le symbole associé au sommet si ce dernier n’est pas présent dans la configuration.

L’application d’une régle de synthése possédant des motifs d’inhibition se fait en deux
temps : dans un premier temps, on effectue un appariement entre la configuration et un
sous graphe du graphe image, puis on tente d’apparier le graphe de chacun des motifs
d’inhibition avec le graphe image, en s’assurant que les sommets du graphe d’inhibition
associés a un sommet de la configuration sont associés au méme sommet du graphe image
que ce dernier, et que ceux qui ne sont pas associés a un sommet de la configuration
ont bien le symbole donné par . S’il est possible d’apparier I'un des motifs d’inhibition,
I’application en cours de la régle est annulée, et un autre appariement de la configuration
est recherché. Sinon, 'application est réussie, et I’hypothése de synthése est émise.

Si ’on préfére utiliser la troisiéme approche, 'utilisation de motifs d’inhibition n’est pas
nécessaire. Il faut en revanche étendre la configuration des régles de synthése. Pour cela,
et en reprenant les notations précédentes, notons K = J; K; le noyau de contraction de la
régle de synthése considérée. On note alors K, la d-dilatation de K définie comme étant
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le sous-graphe (N, E') du graphe image induit par les sommets du graphe situés a distance
inférieure ou égale & d d’un sommet de K. La configuration de la régle de synthése est alors
obtenue en réunissant K, a la configuration « usuelle » (c’est a dire la réunion des G;),
pour une valeur de d fixée. De plus, tous les sommets de K;_; (notons que K41 C Ky), y
compris ceux appartenant aussi & I'un des G;, sont marqués comme stricts.

L’application d’une hypothése de synthése se fait alors de maniére classique, a ceci prés
que les sommets marqués comme stricts doivent étre appariés a des sommets de méme
arité, de sorte qu’il ne peut y avoir d’aréte supplémentaire issu d’'un sommet strict dans le
graphe image par rapport au graphe configuration.

5.1.3 Deux applications : accélération et fiabilisation

Comme présenté précédemment, 1'utilisation de régles de synthése a deux applications
principales : permettre d’accélérer la construction en effectuant plusieurs réductions en
une seule étape, ou encore fiabiliser I'apprentissage en créant des régles de synthése pour
forcer certains chemins dans le graphe de réductions méme aprés modification des poids
des régles.

Ces deux applications nécessitent cependant des traitements différents. Par exemple,
lorsque 'objectif est d’accélérer la construction, il est souhaitable d’obtenir un comporte-
ment identique avec ou sans utilisation des régles de synthése : il faudra donc choisir des
approches précises pour le traitement des conflits locaux et globaux. De plus, on cherchera a
limiter le sur-coiit engendré par le traitement de ces nouvelles régles, de sorte que ce dernier
ne dépasse pas le gain apporté par l'application des hypothéses de synthése. En revanche,
dans le cas ot I'on souhaite fiabiliser ’apprentissage, on souhaite obtenir un comportement
différent lorsque les régles de synthéses sont appliquées, ces derniéres permettant de forcer
certaines réductions alors que la chaine de réduction correspondante ne s’applique plus
suite a un changement des poids des réegles. On préférera donc la utiliser volontairement
les approches moins précises pour le traitement des conflits locaux et globaux.

Dans le cas de I’accélération, nous ne considérerons les régles de synthése que lorsqu’elles
ont de fortes chances de s’appliquer, afin d’éviter un éventuel sur-cott lié & leur traitement.
Pour cela, on mémorise les k derniéres régles exécutées (k étant une constante a fixer), et
les régles de synthése susceptibles de s’appliquer sont déduites de cette séquence de régles.

La définition de nouvelles régles de synthése se fait sur le méme principe : lorsqu’une
méme séquence de k régles apparait fréquemment, nous tentons de définir une régle de
synthése lorsque cette séquence apparait. Pour cela, on considére les p hypothéses de ré-
ductions hq, ...,h, suivantes a s’appliquer (ot 1a encore, p est une constante a choisir selon
la taille maximale des chaines que 1’on souhaite contracter), et ’on cherche le plus grand
préfixe réductible de h; - - - h,. Si ce dernier ne se réduit pas a h;, une régle de synthése est
crée pour traiter cette réduction.

Enfin, de méme que nous pouvons créer de nouvelles régles de synthése lorsqu’une
certaine séquence de régles apparait fréquemment, nous pouvons aussi supprimer une régle
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de synthése lorsque celle-ci échoue fréquemment lorsque la séquence de régles supposée
I'activer est présente.

Dans le cas de I'apprentissage, les régles de synthése seront émises lorsqu’un successeur
forcé apparent est considéré par I'algorithme d’apprentissage comme un successeur forcé
réel. La chaine de réduction » = hy - - - h, étiquetant le meilleur chemin entre le sommet
en cours dans le graphe de réduction et son successeur forcé est considérée. On recherche
alors une sous-chaine réductible maximale r,,,, de r. Si alors 7,,,, n’est pas réduit a une
hypothése, une régle de synthése est crée pour traiter cette réduction. De plus, en posant
Tmaz = hi -+ hj, les deux sous chaines hy ---h;_y et hjyq---h, peuvent étre traitées récur-
sivement de maniére a obtenir une meilleure réduction de la chaine initiale r, au sens ot la
taille minimale d’une chaine de réduction équivalente & r est plus petite (notons cependant
qu’avec une telle approche gloutonne, la réduction n’est pas toujours optimale).

Notons pour finir que la définition d’une régle de synthése n’est possible que si 1’on
est capable de trouver des chaines réductibles de taille « raisonnable ». Cela signifie en
particulier que les hypothéses qui constituent ces chaines doivent avoir un grand nombre
d’incompatibilités et donc s’appliquer sur des régions proches dans le graphe. Cependant,
la sélection d’une hypothése ne tient pas compte de la région sur laquelle elle s’applique,
aussi y a-t-il peu de chance qu'une chaine de réduction de faible taille soit réductible.
Pour augmenter ces chances, il est possible de modifier la sélection en modulant le poids
des hypothéses par la distance entre son noyau de contraction et celui de I’hypothése
précédemment appliquée, de fagon a favoriser ’application des hypothéses travaillant dans
des zones rapprochées avant d’appliquer celles travaillant dans des régions plus éloignées.

Enfin, si dans toute cette section nous nous sommes concentrés sur le traitement des
chaines de réductions uniformes, comme par exemple en situation d’apprentissage, mais
une fois définies, les régles de synthése peuvent étre utilisées lors de la construction de
pyramides de graphes construites comme décrit dans la troisiéme partie de ce mémoire.
Notons alors que le résultat de la construction peut différer avec 'introduction des régles
de synthése, ces derniéres correspondant a l'application de plusieurs régles sur une méme
région de I'image en une seule fois, alors que la construction classique ne permet a chaque
niveau de n’appliquer que des régles s’appliquant sur des régions dispersées dans I'image.

5.2 Adaptation

Dans cette section, et sauf précision du contraire, nous nous intéresserons aux pyra-
mides de graphes, telles que décrites dans la troisiéme partie de cette thése. Jusqu’a pré-
sent, nous nous sommes concentrés sur une construction locale, en regroupant des régions
selon qu’elles vérifient certaines propriétés. Nous allons maintenant introduire un nouvel
élément permettant d’exploiter des informations globales obtenues au terme d’une premiére
construction de fagon & améliorer les choix de réductions, a la maniére du rehaussement
de contraste a l'aide de pyramides de graphes |28, 29, 30]. L'importance de la prise en
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compte d’information globales pour améliorer les choix locaux a fait I'objet de nombreux
travaux |33, 58].

Lors de la construction d’une pyramide, les régles sont mises en compétition et celles
qui semblent étre les plus « appropriées » sont retenues pour finalement étre appliquées.
Cependant, ce choix des meilleures hypothéses ne peut a ce moment n’étre qu’'une ap-
proximation du meilleur choix, car il n’est pas toujours possible de déterminer la régle
la plus appropriée en ce contentant des informations locales disponibles au niveau ou la
construction a lieu. Le processus d’adaptation, qui fait 'objet de cette partie, consiste en
une redescente dans la pyramide, une fois cette derniére construite, afin de réévaluer la
pertinence des différents choix effectués lors de la construction au vues des informations
globales obtenues. Il permet donc de corriger les choix erronés effectués lors de la construc-
tion. De plus, il est aussi possible de modifier les symboles associés aux sommets de la base
de la pyramide, de fagon & corriger des erreurs portant sur le choix méme des symboles
du graphe initial représentant I'image, par exemple a cause de la présence de bruit dans
I'image initiale.

Ce processus repose sur la détermination de sommets «ambigus» au sommet de la pyra-
mide, c’est a dire de sommets dont les symboles sont relativement proches d’autres symboles
qui impliqueraient un résultat plus probable. Par exemple, si I’on suppose qu’un visage est
représenté par des sommets représentant la boucle, le nez, les yeux et le fond du visage,
et que 'on retrouve ’ensemble de ces éléments, a ’exception de 'un des yeux qui n’est
pas représenté comme tel mais par un symbole relativement proche (par exemple comme
un cercle), nous allons influer sur les poids des régles de fagon a modifier la construction
et faire apparaitre le symbole « il » manquant. Pour cela, nous introduirons une régle
capable de réduire la situation précédente en un sommet avec un symbole « quasi-visage »,
symbole qui sera déclaré comme ambigu : ’adaptation aura alors pour role de rompre I’am-
biguité, par exemple en transformant le symbole « quasi-visage » en le symbole « visage »,
et donc en faisant apparaitre le symbole « ceil » manquant.

5.2.1 Deétermination des sommets ambigus

L’adaptation ne peut avoir lieu qu’une fois des sommets dits « ambigus » détectés. En
pratique, 'adaptation ne concernera que les symboles présents dans 1'un des niveaux de
la pyramide (en général, le sommet), et non la structure du graphe. Cela signifie qu'un
sommet sera déclaré ambigu si et seulement s’il posséde un symbole lui-méme ambigu.

Cette notion de symbole ambigu dépend quant a elle de I'utilisation que 1’on souhaite
faire de la pyramide construite. L’une des utilisations les plus classiques est la résolution
d’un probléme donné, & partir de propriété sur la structure du graphe au sommet de la
pyramide ou sur les symboles présents dans les sommets de ce dernier. Un symbole sera
alors dit ambigu s’il ne permet pas de donner une réponse suffisamment précise au probléme
posé : ce symbole s donne généralement une information « floue », proche de celle donnée
par d’autres symboles sy, ..., s, correspondant a des réponses différentes au probléme. Le
but de ’adaptation est alors d’essayer de remplacer s par I'un des s;, tout en respectant
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au maximum le processus de réduction.

Une autre utilisation de la pyramide est plus simplement d’obtenir une représentation
multi-résolution symbolique d’une image. Dans ce cas, les symboles ambigus sont géné-
ralement des symboles spécialement introduits dans la base de connaissance pour traiter
d’éventuelles erreurs sur 'image initiale ou sur les précédentes réductions, ou pour résoudre
les choix de réductions difficiles. La premiére situation correspond au symbole « quasi-
visage » de I'exemple présenté précédemment, c’est a dire que des symboles peuvent étre
ajoutés pour étiqueter la réduction d’'un graphe proche du graphe réellement requis pour
que la régle correcte puisse s’appliquer. Cette réduction n’est alors qu'un « indice » per-
mettant au processus d’adaptation de modifier le déroulement des réductions ou le graphe
initial afin de corriger d’éventuelles erreurs sur ces derniers.

La seconde situation se présente lorsqu’un graphe peut étre réduit en deux objets diffé-
rents s; et so, sans qu’il soit possible dans un premier temps de favoriser I'une ou 'autre des
réductions. Un symbole particulier s peut alors étre définit pour représenter simultanément
les deux états envisageables. Ce symbole est alors naturellement soumis aux réductions sui-
vantes, en particulier si s; et s, peuvent subir une méme réduction, s pourra aussi la subir,
faisant ainsi disparaitre ’ambiguité. S’il reste encore des symboles ambigus (on pourrait ici
parler de symboles a sens multiple) au sommet de la pyramide, le processus d’adaptation
aura pour role de décider du sens a donner a ces derniers.

5.2.2 Présentation du processus de descente

Le processus de redescente dans la pyramide est décrit ci-aprés. On ’applique a chacun
des sommets du graphe final dans la pyramide possédant un symbole ambigu s;, dans
le but de le transformer en un symbole non ambigu sy. Le symbole sy devra étre choisi
parmi les symboles « proches » de sq, aussi 'adaptation ne pourra-t-elle se faire qu’une
fois définie une distance entre les symboles, représentant la « proximité sémantique» des
notions représentées par chaque paire de symbole (en fait, une distance partielle suffit, de
sorte qu’on ne définira de distance qu’entre des symboles représentant des notions liées,
la distance étant considérée infinie lorsque ce n’est pas le cas). Le processus d’adaptation
analyse les fils du sommet considéré, et tente d’obtenir le symbole s5 & partir de ces derniers,
soit en renforcant une régle appropriée, soit en adaptant récursivement les symboles des fils
du sommet considéré. Chaque opération (transformation d’un symbole s; en un symbole
S9, ou renforcement d’une régle) posséde un coitit, de sorte qu'il est possible de définir une
erreur en cumulant les cotits des différentes opérations utilisées lors de la construction. Si
ce colt dépasse un seul fixé, la tentative d’adaptation échoue, et une autre solution doit
étre considérée.

Notre algorithme est donc paramétré par une valeur €, représentant I’erreur maximale
autorisée. On peut aussi se donner deux paramétres d,, et w,, définissant respectivement
la distance maximale & laquelle le symbole adapté doit se trouver du symbole d’origine et
la variation maximale que peut subir le poids d’une régle. Tout au long de "adaptation,
I’erreur d’adaptation € est mise a jour en fonction des opérations effectuées. L’algorithme
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utilisé est le suivant :
1. On initialise ’erreur d’approximation € a la valeur nulle.
2. On note n le sommet sur lequel porte 'adaptation, et s son symbole.

3. Soit R l’ensemble des régles dont le symbole de sortie est a distance inférieure ou
égale & min(d,,, €, — €) de s.

4. On applique alors les régles de R sur le sous-graphe du niveau précédant le niveau
en cours dans la pyramide engendré par les fils du sommet n, sans tenir compte des
symboles présents dans ces derniers. Pour chaque hypothése h produite, on définit
son erreur symbolique €4(h) comme étant la somme des distances entre les symboles
nécessaires a l'application de la régle et les symboles effectivement présents dans les
sommets, et son erreur d’adaptation €,(h) comme étant la quantité a ajouter au poids
de I'hypothése pour dépasser le poids de I’hypothése sélectionnée lorsqu’il n’y a pas
d’adaptation.

5. On note alors H 'ensemble des hypothéses ainsi produites pour lesquelles €,(h) < wy,
et €4(h) +es(h) + € < €.

6. S’il existe dans H une hypothése h telle que €,(h) = 0, alors on considére une hypo-
thése h,, vérifiant cette propriété et minimisant €,(h,,). Son poids est alors augmenté
de €,(hn), et 'adaptation réussit, avec une erreur de € + €, (hy, ).

7. Sinon, on considére chacune des hypothéses de H par valeur de e(h) = €,(h) +
es(h) croissante. Pour chaque hypothése h considérée, on tente d’exécuter a nouveau
I’adaptation sur chacun des fils f de n dont le symbole demandé par h différe du
symbole présent. Pour cela, on ajoute €(h) a 'erreur d’adaptation ¢, et 'adaptation
est lancée (& partir de I'étape 2) sur chacun des fils, 'erreur d’adaptation de ces
derniers étant a chaque fois ajoutée a e. Si 'adaptation de tous les fils réussit, le poids
de I'hypothése h est augmenté de €,(h), et le processus se termine sur une réussite.
En cas d’échec sur 'un des fils, I’hypothése suivante est testée, jusqu’a épuisement
de H, auquel cas 'adaptation s’achéve sur un échec.

Notons que lors des étapes 4 et suivantes, il n’est pas nécessaire de produire toutes les
hypothéses en une seule fois. En fait, pour des question de performance, on préférera
privilégier la production d’un petit nombre d’hypothéses, et en produire de nouvelles si
les premiéres ont échoué. Cela signifie qu’il faut, dans la mesure du possible, produire en
priorité des régles dont 'erreur est faible. Pour cela, on applique en priorité les régles de
poids élevé, et I'on calcule I'erreur symbolique au plus tot de maniére a interrompre la
création d'une hypothése dés que 'erreur totale dépasse un seuil fixé au départ et croissant
jusqu’a €, chaque fois qu’il est nécessaire d’obtenir de nouvelles hypothéses.

La figure 5.4 décrit le processus d’adaptation dans un niveau intermédiaire. Notons que
I’adaptation ne peut se poursuivre récursivement que dans les niveaux autre que la base
de la pyramide. L’adaptation d’un sommet situé sur la base de la pyramide, c’est a dire
dont le symbole dépend directement de I'image en entrée, doit donc étre gérée différem-
ment. Une premiére possibilité consiste a considérer que les données en entrée ne peuvent
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F1G. 5.4 — Adaptation dans un niveau intermédiaire (a gauche la pyramide image, a droite
la base de connaissances dans laquelle les symboles sont répartis en niveaux d’abstraction,
et des arcs orientés indiquent s’il existe des régles permettant de passer d’un symbole a
un symbole plus abstrait) : on cherche a remplacer le symbole du sommet en haut de la
pyramide, par 'un de ses voisins dans la base de connaissance. Pour cela, on s’intéresse a
ses fils (dont un seul est représenté ici) : s'il existe une régle Ry et que cette derniére est
applicable, on augmente sa priorité pour la faire passer devant Ry. Sinon, et s’il existe une
régle telle que Ry s’appuyant sur un autre symbole, on tente de changer le symbole du fils
a ’aide d’une phase d’adaptation, puis on augmente le poids de Rs.
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étre remises en question : I’adaptation sur la base de la pyramide n’est alors tout simple-
ment pas autorisée. Une autre possibilité consiste a admettre que les données d’entrées
puissent étre bruitées ou erronées : une adaptation est alors possible, en ne considérant
pour cela que les distances entre les symboles (i.e. en considérant que I’erreur d’adaptation
est proportionnelle & la distance entre les deux symboles).

Une fois le processus de descente terminé, il existe plusieurs facons de traiter le résultat
de l'adaptation. On peut d’abord considérer telle quelle la nouvelle pyramide issue du
processus d’adaptation. Cependant, la modification des hypothéses sélectionnées peut avoir
des influences sur I’ensemble d’un niveau, aussi peut-on préférer reconstruire la pyramide
en utilisant les valeurs modifiées des poids des régles et éventuellement des symboles de la
base de la pyramide. Notons que les modifications des poids des régles ne valent qu’a partir
du niveau ou elles ont été introduites (on pourrait aussi considérer les modifications comme
globales, mais cela nécessiterais de reconstruire systématiquement la pyramide depuis sa
base, de plus le modéle perdrait en flexibilité). Suite a 'exécution de cette remontée,
le sommet de la pyramide est a nouveau examiné, et une nouvelle adaptation peut étre
effectuée si des sommets ambigus sont toujours présents.

Nous ne pouvons cependant pas garantir en général la convergence de ces opérations
vers une pyramide dont le sommet n’aurait pas de symbole ambigu. En effet, une régle R;
peut étre renforcée pour 'emporter sur une régle Ry pour résoudre une ambiguité, alors
qu’ensuite cette méme régle Ry sera renforcée pour 'emporter sur R; pour résoudre une
autre ambiguité. Si ces deux renforcements s’appliquent au méme niveau, il n’est alors pas
possible avec notre construction de stabiliser le résultat. Aussi imposerons nous un nombre
maximal d’itérations au processus d’adaptation, de maniére a ce que le processus finisse
dans tous les cas.

Notons enfin que le processus d’adaptation est souvent utilisé dans le cas ou le graphe
au sommet de la pyramide est utilisé pour résoudre un probléme donné. Les sommets
ambigus sont alors ceux qui dont le symbole ne permet pas de donner une réponse claire
au probléme : plusieurs réponses sont alors envisageables, avec différentes probabilités.
Lorsqu’une pyramide sans sommet ambigu ne peut étre obtenue aprés le nombre maximal
d’adaptations imposé, il est alors possible d’évaluer la moyenne des probabilités des diffé-
rentes réponses induites par chaque pyramide construite lors de la phase d’adaptation de
maniére a obtenir une estimation plus précise de la probabilité des différentes réponses.

5.2.3 Adaptation et graphes de réductions

Si la partie précédente de cette section reposait sur le formalisme de pyramide de
graphes tel que définit dans la troisiéme partie de ce manuscrit, nous allons maintenant
reconsidérer le processus d’adaptation dans le contexte des graphes de réductions étudiés
dans la quatriéme partie.

Considérons dans un premier temps une adaptation sans modification des symboles du
graphe initial. Le processus a donc pour unique objectif d’influer sur le choix des hypothéses
de réduction a appliquer lors de la construction de chaque niveau, en modifiant le poids des
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F1aG. 5.5 - Adaptation du point de vue des graphes de réductions. Le processus d’adaptation
consiste en un retour en arriére, ici jusqu’a ’application de ’hypothése h;. Cette derniére
n’est plus appliquée, au profit de A}. Il y a deux fagons de procéder : revenir en arriére
jusqu’au sommet n, ou passer directement de n’ & n” en utilisant une transition a dans le
graphe de réductions.

régles impliquées. En terme de graphe de réductions, cela revient a choisir une branche du
graphe de réductions autre que la branche principale (¢’est a dire la branche correspondant
a la sélection des hypothéses de poids maximal a chaque étape). Cela peut étre fait de deux
maniéres différentes : il est possible de revenir en arriére dans le graphe, puis de choisir de
suivre une autre branche en augmentant son poids, comme dans le cas d'une adaptation
classique, mais il est aussi possible de définir une aréte d’adaptation entre la position
en cours dans le graphe au moment de 'adaptation et le premier sommet de la nouvelle
branche : I’adaptation consiste alors simplement & suivre les différentes arétes d’adaptations
présentes dans le graphe de réductions. La figure 5.5 présente ces deux stratégies.

Ainsi, 'adaptation peut donc étre vue comme ’application de régles d’adaptation per-
mettant de rejoindre une branche du graphe de réductions différente de la branche en
cours. Cela signifie toutefois qu’une régle d’adaptation ne se limite en général pas a des
contractions du graphe. Au contraire, une régle d’adaptation pourra séparer deux régions
précédemment contractées, ce qui pose probléme en I’absence dans notre modéle d'une opé-
ration de division d’une région en deux sous-régions. En fait, les régles d’adaptation seront
particuliéres en ce sens qu’elles auront besoin pour s’appliquer de garder un historique des
graphes construits. Dans le cas de la figure 5.5 par exemple, la régle ne s’appliquera que si
le graphe en cours est n’, et qu'il posséde un ancétre n. Le résultat n” de 'adaptation est
ensuite déduit de n'.

La gestion de ces regles d’adaptation en général est donc relativement complexe : il
faut non seulement garder la trace des graphes construits comme nous l'avons vu plus
haut, mais aussi définir les transitions dans ’arbre de réductions. Le schéma décrit dans
la figure 5.5 peut en effet apparaitre a plusieurs endroits d’'un méme graphe de réductions,
lorsque des situations similaires se présentes dans différentes régions du graphe image. Il
nous faut donc une description suffisamment générique de ces régles, par exemple basée
sur une étude locale du graphe image.

Une solution consiste ici a utiliser le méme formalisme que dans le cas des régles de
synthése. En effet, I'hypothése h) de la figure précédente peut étre vue comme une hypo-
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these de synthése pour la chaine hy - - - hy - a. Tout comme c’était le cas pour les régles de
synthése, ’adaptation ne pourra étre effectuée de cette facon que pour des cas particuliers,
reconnus a l'avance : on définira donc des régles d’adaptation que pour les cas les plus fré-
quents. De plus, et de la méme fagon qu’avec les régles de synthése, 'application des régles
d’adaptation sera plus fréquente si ’on favorise I'application des régles travaillant dans le
méme voisinage que la derniére hypothése sélectionnée. Notons enfin que contrairement
aux régles de synthése, il n’y a pas de condition particuliére sur les chaines de réduction
pouvant donner naissance a une régle d’adaptation.

5.3 Ciblage par rapport & un probléme donné

Dans cette section, et sauf précision du contraire, nous nous baserons indifféremment sur
la notion de pyramide de graphes ou sur celle de chaines de réduction. En effet, nous nous
intéresserons principalement aux symboles et régles de réduction plutot qu’a la maniére
dont ces derniéres sont effectuées.

L’objectif du processus de ciblage, décrit dans cette section, et de permettre une varia-
tion des poids des régles en fonction de leur pertinence dans la résolution d'un probléme
donné. Le but est a la fois d’éviter la construction d’une pyramide qui ne pourra étre uti-
lisée pour résoudre le probléme, et, dans la mesure du possible, de faire ressortir au plus
tot les informations nécessaires a la résolution du probléme, de sorte qu’il soit possible
d’accélérer sa résolution.

Afin de pouvoir exécuter ce processus, il est nécessaire de définir un ensemble de sym-
boles dits « utiles » pour la résolution du probléme. Le processus de ciblage, qui consiste
a favoriser ’émergence de ces symboles consiste en fait en deux processus distincts. Le
premier ne travaille que sur la base de connaissance, c’est a dire sur les symboles et les
régles, et a pour role de favoriser les régles facilitant, en général, I’émergence des symboles
utiles. Le second travaille & partir d’'une image donnée. Si pour une image, la construction
ne produit pas de symbole utile, le processus de ciblage doit permettre une légére modifica-
tion de cette construction, en modifiant par exemple le poids des régles, de maniére a faire
apparaitre ces symboles. Cette modification ne concerne que I'image traitée, cependant
si elle s’avére étre fréquemment nécessaire, elle pourra devenir définitive et s’appliquer a
I’ensemble des images. Notons enfin qu'un troisiéme processus, visant a récompenser les
régles ayant été les plus utiles pour chaque pyramide construite peut s’adjoindre aux deux
autres, principalement dans le but d’accélérer ’émergence des symboles utiles.

5.3.1 Traitement a priori

Dans toute la suite de cette partie, nous supposerons donné S, C S un ensemble de
symboles dit utiles. Ces derniers sont par exemple choisis par I'utilisateur en fonction du
probléme qu’il souhaite résoudre.
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Notre objectif ici est de définir les régles qui sont en mesure de faire apparaitre ces
symboles dans la pyramide construite (régles dites favorables), ainsi que les régles suscep-
tibles d’empécher 'apparition de ces symboles (régles dites défavorables). Remarquons que
certaines régles ne seront ni favorables, ni défavorables : on parlera alors de régles neutres.
Une fois ces régles définies, il suffira d’augmenter les poids des régles favorables et, en
contrepartie, de diminuer les poids des régles défavorables.

Intéressons nous d’abord aux régles favorables. Naturellement, toute régle produisant
en sortie un symbole de S, est une régle favorable. Soit R une telle régle, et notons sy, . . ., S
les symboles qu’elle accepte en entrée. Alors toute régle faisant apparaitre I'un des symboles
s; est susceptible de permettre 'application, a une étape suivante de la construction, de
la regle R, et donc de contribuer a ’émergence d’un symbole utile. Cette régle sera donc
considérée comme une régle favorable. On en déduit donc une définition récursive des régles
favorables : est régle favorable :

— toute regle dont le symbole de sortie est un symbole utile,

— et toute régle dont le symbole de sortie est I'un des symboles d’entrée d’une régle

favorable.

Une facon simple pour trouver I’ensemble des régles favorables consiste a tracer le « graphe
d’utilité », dont les sommets sont étiquetés par les symboles utiles et les symboles d’entrée
des régles favorables, et dont les arétes sont étiquetées par ’ensemble des régles favorables.
Sa construction peut étre faite de la maniére suivante :

1. On créé un sommet pour chaque symbole utile, étiqueté par le symbole en question,
et on I'ajoute dans la liste des sommets non-traités.

2. Tant que la liste des sommets non traités est non vide :

(a) Retirer un sommet n de la liste des sommets non traités. Notons s le symbole
qui lui est associé.

(b) Considérons I’ensemble R des régles admettant s comme symbole de sortie, et
notons S, 'ensemble des symboles d’entrées de toutes les régles de R.

(c) On créé un sommet pour chaque symbole de S, pour lequel il n’existe pas déja
de sommet, et chaque sommet créé est ajouté a la liste des sommets non-traités.

(d) Pour toute régle R de R, R est une régle favorable. De plus, pour chaque symbole
d’entrée s, de R, on créé une aréte de s, a s si elle n’existait pas déja, et on
ajoute R a I’ensemble des régles étiquetant cette aréte.

Notons qu’il n’est pas nécessaire de tracer le graphe. En effet, a I’étape 2d, il est uniquement
nécessaire de savoir que R est une régle favorable, de sorte que la définition des arétes et
leur étiquetage par les régles correspondantes n’est pas utile pour déterminer I’ensemble des
régles favorables. Toutefois, la construction compléte du graphe est en général peu cotiteuse
et permet de connaitre le nombre de régles nécessaires a I’émergence d’'un symbole utile a
partir d’un symbole s donné. De plus, nous verrons plus loin que ce graphe nous permettra
de quantifier a quel point une régle est favorable, et ainsi de déterminer la valeur du bonus
qui lui sera accordé.
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Intéressons nous maintenant aux régles défavorables. D’une maniére générale, nous
considérerons comme défavorable toute régle faisant disparaitre un symbole susceptible
d’étre transformé en symbole utile lors des réductions suivantes, sans faire apparaitre un
autre symbole vérifiant cette propriété. Les symboles susceptibles d’étre transformés en
symboles utiles étant précisemment les symboles apparaissant dans les sommets du graphe
d’utilité, une regle défavorable est donc une régle admettant comme symbole d’entrée 'un
des symboles du graphe d’utilité, et dont le symbole de sortie n’apparait pas dans le graphe
d’utilité.

Ayant ainsi défini les régles favorables et défavorables, il est possible d’effectuer le
ciblage en favorisant les régles favorables au détriment des régles défavorables. Plutot que
d’attribuer un bonus égal & ’ensemble des régles favorables, nous allons, dans la suite
de cette section, tenter d’évaluer a quel point chaque régle est favorable ou défavorable.
Pour cela, nous commencerons par évaluer, pour chaque symbole du graphe d’utilité, une
estimation de la probabilité pour ce dernier d’étre réduit en un symbole utile. Notons
ici que cette estimation ne se veut pas exacte (en particulier, le processus de sélection ne
dépend que de 'ordre de priorité des hypothéses et non des valeurs exactes de ces priorités,
alors que notre estimation tiendra compte de ces valeurs).

Soit sq, ..., sy un chemin dans le graphe d’utilité d’'un sommet initial s; vers un som-
met final s, (nous identifions ici les sommets du graphe d’utilité avec les symboles qui
les étiquettent). En I’absence d’information sur la structure du graphe que 1'on souhaite
résoudre, nous estimons la probabilité d’une réduction en fonction des poids des régles
uniquement. Ainsi, la probabilité estimée de réduire s; en s, sera donnée par :

2 Rer., ., W(R)
ZReRsl_,* w(R)

ol R, s, est 'ensemble des régles admettant s; comme symbole d’entrée et sy comme
symbole de sortie, et Ry, . est I’ensemble des regles admettant s; comme symbole d’entrée
(dans les deux cas, si une régle admet s; sur plusieurs de ses entrées, son poids est compté
autant de fois que nécessaire).

p(Sl _— 82) =

L’estimation de la probabilité que s; puisse étre réduit en s, selon le chemin C =
S1, ..., Sk est donc p(C) = Hiem k—1] p(s; — Si+1). La probabilité estimée que s; soit réduit
en s, peut alors s’écrire :

plsi = si)= Y. p(C)

CECs, sy

ou Cy, ., représente I'ensemble des chemins de s; a s, dans le graphe d’utilité.

Notons que I'estimation de la probabilité p(s; — sx) peut étre reformulée en terme de
distance dans le graphe d’utilité, et donc étre évaluée rapidement a 1’aide d’algorithmes
modifiés de calcul de distance dans les graphes. En effet, en étiquetant chaque arc du
graphe d’utilité entre deux sommets s; et s, par la valeur de p(s; — s3), la distance entre
deux sommets quelconque s; et s; se calcule comme la distance dans le graphe, mais en
remplagant 1'addition par une multiplication (la probabilité estimée d’un chemin est le
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produit des longueurs élémentaires et non leur sommes), et le minimum par une addition
(la probabilité estimée entre deux sommets est la somme des probabilités estimées sur tous
les chemins entre ces deux sommets, et non leur minimum).

Pour chaque régle favorable R, on peut alors définir le degré d’utilité de R comme étant
la probabilité maximale estimée de réduction d’'un des symboles d’entrée en un symbole
utile. Une régle favorable recoit alors un bonus proportionnel & son degré d’utilité. De
méme, une régle défavorable posséde par définition des symboles d’entrée apparaissant sur
le graphe d’utilité. On lui attribue alors un malus proportionnel & la probabilité maximale
estimée de réduction d’un de ces symboles en un symbole utile.

5.3.2 Traitement a posteriori

Malgré 'application du traitement a prior: visant a favoriser les régles favorables au
profit des régles défavorables a la résolution du probléme, il se peut que, pour certaines
images, le processus de réduction ne produise pas ou peu de symboles utiles. Il peut donc
étre nécessaire d’effectuer par la suite un traitement a posterior: spécifique a I'image en
cours de traitement, de maniére & faire apparaitre les symboles souhaités.

Cela peut étre réalisé simplement a 1’aide du processus d’adaptation, présenté dans
la section précédente, en considérant tout symbole non utile présent au sommet de la
pyramide comme un symbole ambigu. Ce processus ayant déja été étudié plus haut, nous
ne le ré-aborderons pas ici. Notons simplement qu’il n’est utilisable que si une distance
(éventuellement partielle) a été définie sur 1'espace des symboles.

5.3.3 Favoriser les régles les plus utiles

Pour finir cette étude du ciblage vers la résolution d’'un probléme donné, nous allons
maintenant nous intéresser a des modifications sur les poids des régles au fur et & mesure
de la résolution du probléme sur différentes images. On rappelle que le traitement a priori
décrit plus haut ne s’intéresse qu’a la base de connaissance et fonctionne en ’absence de
toute image, alors que le traitement a posteriori ne concerne qu’une image unique et ne
modifie donc pas la base de connaissance de maniére définitive.

Nous proposons maintenant d’évaluer en pratique le degré d’utilité d'une régle favorable,
lors de la réduction d’une image donnée. Pour cela, nous comptons, pour une pyramide
donnée, le nombre d’applications de la régle ayant permis d’atteindre un symbole utile,
c’est & dire le nombre d’hypothéses émises par la régle et appliquées pendant la réduction,
telles que les sommets issus de leurs applications interviennent dans la construction d’un
sommet possédant un symbole utile.

En évaluant cette quantité sur un grand nombre de pyramides construites, nous obte-
nons un degré d’utilité concret, qui peut différer sensiblement du degré d’utilité théorique
décrit précédemment. Nous pouvons donc utiliser cette mesure pour renforcer les régles
dont le degré d’utilité avait été sous-estimé, ou au contraire pour affaiblir celles dont le
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degré d’utilité avait été surestimé. De la méme maniére, en comptant le nombre de fois
qu’'une régle défavorable fait, en pratique, disparaitre un symbole du graphe d’utilité, il
est possible de réajuster les malus sur les régles défavorables qui ont été sous-estimés ou
surestimeés.

Notons pour finir deux autres processus simples visant a améliorer la qualité des ré-
ductions effectuées. Tout d’abord, il est possible, aprés chaque exécution du traitement a
posteriori décrit plus haut, de mémoriser les régles ayant été adaptées et la valeur de cette
adaptation (c’est a dire la quantité ajoutée aux poids de ces régles). Aprés de nombreuses
exécutions de ce traitement, et si certaines régles subissent une adaptation moyenne élevée,
cette derniére peut étre rendue définitive, de maniére & diminuer les cas d’adaptation né-
cessaire. Ensuite, il est possible de proposer a I'utilisateur d’indiquer les sommets les plus
utiles pour la résolution du probléme, une fois une pyramide construite. Grace a ces infor-
mations, nous pouvons alors renforcer I’ensemble des régles ayant contribué a I’émergence
de ces sommets, de fagon a favoriser des réductions semblables sur les prochaines images
traitées.
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Chapitre 6

Conclusion

Au cours de cette thése nous avons défini et étudié un modéle de représentation a la fois
multi-résolution et symbolique d’une image : les hiérarchies de graphes symboliques. Pour
s’assurer de conserver un minimum de richesse dans la représentation de la structure des
images, nous avons notamment étudié la topologie d’une image et fait en sorte de définir
des extensions aux modéles classiques de graphe d’adjacence capables de représenter com-
plétement cette derniére. Ces extensions restent relativement proches les unes des autres,
de sorte que la plupart des résultats s’appliquent a ’ensemble des formes de graphes que
nous avons présentées. Ainsi est-il possible par exemple d’appliquer notre construction sur
de simples graphes d’adjacence, si I'ensemble de I'information topologique contenue dans
I'image n’est pas nécessaire pour une application donnée.

Pour construire un graphe de faible résolution a partir d’un graphe fourni, nous avons
défini un processus de réduction, lui méme s’appuyant sur un ensemble de régles. Nous
avons donc di pour cela définir formellement ce qu’étaient ces régles qui interviennent
dans le processus de réduction, ce que nous avons fait, d’abord d’une maniére la plus
générale possible, puis en proposant deux systémes de régles différents : les régles motifs
et les régles élémentaires. Nous nous somme aussi inquiété des conflits ayant lieu lorsque
deux regles commandent deux réductions incompatibles, au sens ot les deux ne peuvent
étre effectuées simultanément.

Nous avons ensuite étudié les transformations successives d’un graphe au cours du pro-
cessus de réduction, du graphe initial au dernier graphe de la hiérarchie ainsi construite,
en considérant individuellement chaque « pas » de réduction, y compris les étapes inter-
médiaires qui n’apparaissent pas dans la hiérarchie. A chaque étape, c’est le graphe en
cours, généralement différent du graphe initial, qui subit une transformation, de sorte que
les transformations étudiées s’appliquent sur des graphes différents. Nous avons donc dé-
fini un « plongement » des différentes transformations dans 1’ensemble des transformations
s’appliquant au graphe initial, et inversement, nous avons de la méme maniére défini la fa-
con dont une transformation du graphe initial peut étre appliquée sur I'un des descendants
de ce dernier.

Cela nous a permis de définir la notion de chaine de réduction, puis de proposer une
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premiére représentation de ’espace dans lequel elles évoluent sous la forme des arbres de
réductions. Grace a ces derniers, il fut possible d’établir un premier processus permettant
d’apprendre les poids des regles a partir d’'images dont la réduction souhaitée est connue.
Différents problémes liés & ce processus ou a la construction méme des arbres de réductions
nous ont conduit a considérer un autre modéle de représentation de 1’espace des chaines
de réduction : il s’agit des graphes de réductions, semblables & des arbres de réductions
dans lesquels les nceuds correspondant a des réductions identiques auraient été identifiés.
Ce modéle nous a ensuite permis d’améliorer le processus d’apprentissage préalablement
défini.

Enfin, nous nous sommes intéressés aux possibilités d’adaptation de notre modéle, en
se basant indifféremment sur la construction classique ou sur les modéles a base de graphes
de réductions. Dans un premier temps, nous avons proposé de définir automatiquement des
régles de synthéses capables d’effectuer en une seule étape une séquences de réductions,
de maniére a accélérer la construction, ou pour simplement forcer une séquence que l'on
sait « pertinente » et ainsi améliorer la qualité de la réduction. Nous nous sommes ensuite
intéressé a ’adaptation du modéle a une entrée donnée, en lui donnant la possibilité, via
un processus de redescente dans la hiérarchie construite, de remettre en question certains
choix, de facon a résoudre les ambiguités non solvables au moment de la construction, ou
encore de maniére a corriger d’éventuelles erreurs liées au bruit dans 'image initiale. En-
fin, nous avons considéré le probléme de 'auto-adaptation de notre modéle & un probléme
donné caractérisé par les symboles jugés utiles a sa résolution. Nous avons ici proposé trois
approches complémentaires : une a priori ne tenant compte que des régles et des symboles,
sans s'inquiéter des images sur lesquelles ils seront appliqués, une autre a posteriori s’adap-
tant & une entrée donnée, et une globale, modifiant le systéme en fonction des statistiques
accumulées chaque fois que le processus de construction est lancé sur une nouvelle image.

Les travaux menés dans cette thése peuvent donner lieu a de nombreuses perspectives.
Tout d’abord, nous avons défini ici une base théorique pour la définition et 1’'utilisation de
hiérarchies de graphes symboliques, au détriment des aspects pratiques. L'implémentation
et ’évaluation en pratique des algorithmes d’apprentissage et d’adaptation présentés dans
cette thése est donc le principal travail devant encore étre fait.

En ce qui concerne les graphes de réductions, ces derniers nous semblent étre une treés
bonne caractérisation de l’espace des chaines de réduction, et donc une des clé pour la
maitrise du processus de réduction, de sorte que leur construction s’avére étre particulié-
rement importante. Pourtant, nous avons vu que la construction compléte d'un graphe de
réductions n’était en général pas envisageable, et nous avons donc proposé un algorithme
de construction partiel du graphe. Cependant, le choix des branches conservés par cet algo-
rithme n’est probablement pas optimal, en ce sens qu’il ne se base pas suffisamment sur les
propriétés des graphes de réductions. Une perspective importante de cette thése est donc
la poursuite de I'étude des graphes de réductions, de maniére a en dégager des propriétés
utiles pour choisir les branches les plus pertinentes possibles lors de la construction d’un
graphe partiel.

En particulier, la détermination d’un ordre « canonique » d’application des hypothéses
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de réduction est particuliérement important. En effet, si 'ordre dans lequel des hypothéses
compatibles deux a deux sont appliquées produit le méme résultat et donc conduit au méme
sommet dans le graphe de réductions, a chaque ordonnancement possible correspond un
chemin différent. Construire ’ensemble de ces chemins n’apporte généralement pas ou peu
d’information utile, et peut de plus perturber la mise au point d’hypothéses de synthéses par
exemple. La définition d’un ordre canonique pour une séquence d’hypothéses, permettrait
d’éviter, au moins en partie, ce genre de probléme, en facilitant I'identification des séquences
identiques a permutation pres.

Pour finir, notons que le processus d’apprentissage décrit dans cette thése se focalise
sur les poids associés aux régles : il ne créé pas lui méme de nouvelles régles, pas plus
qu’il ne modifie fondamentalement certaines régles. Si ’espace des symboles est réduit, et
que I’on ne travaille qu’a I'aide de régles élémentaires, il peut étre possible de considérer
I’ensemble de toutes les régles possibles, de sorte qu’il n’est pas nécessaire de créer de
nouvelle régles ou de les modifier. Cependant, ce n’est en général pas le cas, de sorte que
les régles doivent absolument étre définies manuellement. Nous avons envisagé 'utilisation
d’opération d’édition (ajout/suppression d’un arc, d’'un sommet) sur les graphes caractéris-
tiques des regles utilisées, mais leur application s’est avérée délicate, étant donné le grand
nombre de parameétres mis en cause. Remarquons cependant que nous pouvons créer des
régles de synthéses en combinant les effets d’'une séquence de régles. Il est peut étre possible
d’étendre se processus en s’inspirant des algorithmes génétiques, en particulier en créant
des régles « croisées » combinant les effets de régles issues de deux séquences de régles de
bonne qualité.
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